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1. A feladat kitizése

A végtelen hosszu vasuti sinek igénybevételeinek alakuldsa mar Zimmermann 6ta megoldott
probléma [1]. Rugalmasan dgyazott végtelen hosszl gerenda modellt hasznalva az alébbi:
Eld*y
Y=o (1)
negyedrendti differencidlegyenlet irhato fel a koncentralt kerékteherrel terhelt rugalmasan
agyazott gerenda lehajlasfiiggvényére (ahol C a gerenda agyazasi tényezdje [kN/m”"2], EI a
sinszal hajlitasi merevsége [kNm”"2], x a hely, y a lehajlas fiiggvénye). A vasuti sin
hajlitonyomatékai -a gerenda legjentdsebb igénybevétele-, a differencidlegyenlet
megoldasaként kaphato lehajlas fiiggvény masodik derivatjaként szarmaztathat6. Ha egyes
szakaszokon mas a gerenda agyazasa, vagy a keresztaljak tavolsadga, akkor a szakaszokra
kiilon kell felirni a rugalmas éagyazasi gerenda differencidlegyenletét, és a szakaszok
megfeleld csatlakozasat feltételekkel kell eldirni.
A feladat numerikus megoldasa egy véges hosszusagu rugalmasan aldtdmasztott folytatdlagos
tobbtamasza tartoval modellezi a vasuti sint. Ez a megoldas jol megkozeliti az analitikus
megoldast -ha elég hosszu a figyelembe vett véges hosszlisag-, mert az analitikus megoldéssal
kaphato lehajlas fliggvény hamar lecseng.
A hazi feladat célja egy olyan program megirdasa, mely lehetoséget biztosit annak
vizsgalatara, hogy ha két markansan kiilonbozo agyazasu szakasz csatlakozik egymdshoz,
akkor milyen atmenettel biztosithato a legkedvezobb igénybevétel eloszldsa. llyen 1ényegesen
kiilonboz6 agyazas alakul ki, amikor egy toltésrdl egy hidra vezet a vasuti palya. A kiilonboz6
agyazas hataran a vasui kocsik athaladdsakor jelentds fesziiltségvaltozasok kovetkeznek be,
melyek hamarabb vezetnek a vasuti sin lokalis tonkremeneteléhez, mint egy altalanos szakasz
keresztmetszetében. A két szakasz éles valtasat mindenképpen csokkenteni kell egy atmeneti
szakasz beiktatasaval.
A felhasznalé bedllithatja kiilon-kiilon a hdrom szakasz &4gyazasanak rugoallandojat,
keresztaljainak a tavolsagat, a szakaszokon alkalmazott keresztajak szamat. Bemeneti adat
tovabba a sinszdl rugalmassagi modulusa ¢és a keresztmetszetének masodrendii statikai
nyomatéka. A felhasznalo legfeljebb négy koncentralt erdt adhat meg teherként, gy hogy két
keresztalj kozé csak egy er6 eshet.

2. A megoldas elméletének rovid leirasa

Annak ellenére, hogy a numerikus megoldas nagyobb egyenletrendszer megoldésat igényli,
mégis ezt valasztottam, mert igy a reakciderdk is egyszeriien meghatarozhatok. A numerikus
megoldas sordn a statikailag sokszorosan hatdrozatlan feladatot az ugynevezett erémaodszerrel
oldottam meg [2]. Ennek az a Iényege, hogy a folosleges statikai kapcsolatok
megsziintetésével egy tigynevezett torzstartot vesziink fel. Igy a megsziintetett kapcsolatok
helyén relativ elmozdulasok alakulnak ki a terhek hatasara. 4 megsziintetett kapcsolatokban
pontosan akkora erdk ébrednek, hogy a terhek hatasara kialakulo relativ elmozdulasokat
megsziintessék.

A leghatékonyabb moddszer, ha a folytatdlagos tobbtamaszu tartdt az 1b abranak megfeleléen
rugalmasan megtamasztott kéttamaszi tartok sorozatira bontjuk. Igy az Xi-vel jelolt



ismeretlenek (folosleges kapcsolati erdk) a tdmaszok feletti nyomatékok. Az i-edik folosleges
kapcsolatban kialakulo relativ elmozduldst a terhek hatasara a;p-val jeloljik (terhelési
tényez0). Az egységnyi X; folosleges kapcsolati erd hatasara a i-edik folosleges kapcsolatban
kialakulo relativ elmozdulast a;- vel jeloljiik (egység tényez0). Az 1d-e valamint 1g-h abrak
jol szemléltetik hogy mind az egység- és terhelési tényezok két komponensbdl allithatok eld.
Az elsd tagok -a;/™ és a;f™-, azt az elmozdulas Gsszetevét jeldlik ami akkor alakulna ki ha a
rugalmas tdmaszok teljesen merevek és a gerendak pedig hajlithatoak, a masodik tagok -a;)™
és a; "¢-, azt az elmozdulas Osszetevét jelolik ami akkor alakulna ki ha a gerendak teljesen

merevek és a rugalmas tamaszok pedig a tényleges merevségiiknek megfeleldek.

a 0 1 i—1 i i+1 n n+1
’ Po P Pi-1 Pi Pisl Pn Pt
v ll v 12 v v Zifl v Zi v ll+1 v v ln v ln+l v
A 2 2l 2 2 2 2 2l rd 2
X, X, X, X
b /\X’ /\X2 P P PN M N "
M,
B, i b 1 i}
Lo L
i-1 lifl li i
c M,
Bm,i 1 ) 1
1 1 —
; Al
M,
By i ﬂl 1 : 1 Lﬁ
s L E{ *1,: lin
Nk o

rug
ii

7\ ae
s
e rug et
. ey i ( T T . 27 B\, I« g
> b E3 E3 a™e 3 4 E3 E3 E3
3 > 3 i-2.i b777 >4 > =
T, Tt
rug d
it K F
p M
PTTDTTETR -
Q I nY 14 I 14
g : z s : —— 1
E3 E3 3 3 3 3 3 E3 E 3 £
f. F 77
. 3
M,
Bm,O i
|
i fix
a; % ;
Jix i-1,0 Jix a’™ ol
a a; i+1,0 .0
/ix }\ 2,0 \,L u\U L n‘
g e: 0 - 5.2 — ¥
’ fix
a0 7
v v 4 4 4 4 v 4 4
rug rug
dis10 A0
<>
> >
h rug D 9 9
e 0 1 77 NS
be z > >
=z < <
777777
arug
1.0 rug rug \
a0 a;1.0 a’'e

1. dbra Rugalmasan agyazott folytatolagos tobbtamaszu tartd

3. A numerikus megoldas rovid leirasa



A kivant elmozdulasok meghatdrozasara a virtudlis erdk tételét hasznaltam fel. Melynek
lényege, hogy az a; egység tényezd az egységnyinek feltételezett X; és X; folosleges
kapcsolati er6k hatasara keletkezd M; és M; nyomatékabrak, valamint B; és B; reakciderdk
osszeintegralasaval adodik. fgy a fix alatamasztasu folytatolagos tobbtamaszi tartéon a
kovetkezd relativ elmozdulas alakul ki az i-edik helyen, a j-edik helyre beiktatott egységnyi
kapcsolati erébol:
o _ (MM,
! s )

A rugalmasan alatdmasztott merev kéttdmaszu gerenda sor i-edik helyén kialakuld relativ
elmozdulas, a j-edik helyre beiktatott egységnyi kapcsolati er6bdl a munkatétel (virtudlis
erok) alapjan:

ij

a;“g = ZBmimemj 4 (3)
ahol p, az m-edik tamasz rugéallandoja, B, ¢és B, az m-edik tamasznal keletkezd

reakciderfk az X; =1, illetve X ; =1 nyomatékparbol a 1c abranak megfeleléen. igy a teljes

egysegtényezd

M. M.
fix rug __ i J
a,=a;" +a;° = IiEI ds+ZBmimemj . 4)
Ji m
Ehhez hasonldan az ajy terhelési tényezo

3 e [M; M,
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az M; és My nyomatékabrak valamint B; és B reakcioerdk 0sszeintegraldsaval adodik, ahol M)
€s B,y a terhek hatasara keletkez6 nyomatékabra és reakcioerd az m-edik tamasznal.
A numerikus megoldas alapgondolata tehat, hogy minden f6losleges kapcsolati helyen a
folosleges kapcesolati erdk és a terhek hatasara kialakulé relativ elmozduléas nulla. Ez az i-edik
kapcsolatban a kt')vetkezc'iképpen alakul:

a,ta, X +ta,X,++a, X +a,X +a X, +ta,X,=0. (6)

Minden folosleges kapcsolatl helyre fehrhato (6)-nak megfeleld egyenlet, és igy egy n
ismeretlenes egyenletrendszerhez jutunk. A terhekbdl keletkezd relativ elmozdulasokat
(terhelési tényezdket) az ay vektorba, az egységtényezdket pedig az A egylitthatd matrixba
gyljtve. Az alabbi egyenlet:

X.  ++a

ii—-1 i+ i+ i,n—1

AX+ =0 (7)
fogalmazza meg, hogy a megsziintetett kapcsolatokban pontosan akkora erdk ébrednek, hogy
a terhek hatasara kialakul6 relativ elmozduldsokat megsziintessék. A folosleges kapcsolati
er0k meghatarozdsa utdn, mar meghatdrozhatdé a folytatélagos tobbtdmasza tartd
nyomatékabraja, a rugalmas tamaszokban keletkezo reakciderdk, valamint a rugdmerevségek
ismeretében a tdmaszok elmozdulésai.

4. A megoldo mag

A megoldd magban a program a bemeneti adatok megadasa utdn Osszedllitja a (7)
egyenletrendszer A egylitthatd matrixat majd a megadott koncentralt terheként kiilon-kiilon az
ao vektort . Aztan megoldja az egyenletrendszereket, majd szuperpondlja a koncentralt terhek
hatasat.

Az egységtényezOknek megfeleléen az egyenletrendszer A egylitthatd matrixa is felbonthato
egy A™ és egy A™® matrix Osszegére. Az 1d dbra jol szemlélteti, hogy ha a rugalmas
tdmaszok végtelen merevek, akkor az adott kapcsolati nyomatékparbol csak az adott és a



kozvetlen szomszédos tdmaszoknal keletkezik relativ elfordulas. Szamszertien ez az M; és M;
nyomatékabrak kozotti ,,atfedésbol” kovetkezik. Belathato tehat, hogy:

a*=0, ha |i—j>1. (8)

i
Az le abra pedig azt szemlélteti, hogy ha a gerendak végtelen merevek, akkor az adott
kapcsolati nyomatékparbol nemcsak az adott és a kdzvetlen szomszédos tdmaszoknal, hanem
a szomszédos masodik tdmaszoknal is keletkezik relativ elfordulds. Szamszerlien ez a B,,; és

B,,; reakcioer6k kozotti ,.atfedésbdl” kovetkezik. Belathato tehat, hogy:
a =0, ha |i-j|>2. ©)

i
Tehat az A™ matrixnak a foatlojan kiviil az alsé és felsé kodiagonalisokban van nullatol

kiillonbozo eleme:

o™ a0 0 . . 0 0 0
al’ aly ali 0 : : 0 0 0
0 alff aff aff . . 0 0 0
fix ix ix ix
A"=0 0 0 af af aff 0 0 0 |, (10)
0 0 0 0 - afz,n% aﬁz,n—Z ai.{i—xz,n—l 0
fix fix fix
O O 0 O . O an—l,n—Z an—l,n—l an—l,n
0 0 0 0 : 0 0 al, al
ahol az éﬁx matrix nullatdl kiilonbozo elemei (2)-nek megfelelden:
fix 21, + 2li+1 fix _ _fix _ li+l
ii 4 aii+l_ai+li_ : (11)
’ 6E1 ’ T 6El

Az A™® matrixnak viszont a f6atlotol szamitott masodik also és felsd diagonalisokban is van
nullatol kiilonbozd elem:
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ahol az A™® matrix nem nulla elemei pedig (3)-nak megfelelden:
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ru, ru, 1 1
i,i§2 = ai+§,i = 1717 P2 (15)
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Az ag vektort is hasonléan fel lehet bontani a™ és ag™¢ részekre. Ahol a,™ a gerendak
lehajlasabdl kialakuld relativ elfordulas a koncentralt teher hatdsara a tdmaszok felett, és ag™®
pedig a rugalmas tamaszok siillyedésének a kovetkeztében kialakuld relativ elfordulds a
tamaszok felett. Az 1g abra jol szemlélteti, hogy jobbrol a masodik mezdében 1évo teher a fix
alatdmasztast tarton csak a terhelt szakasz hatdraindl 1évé tamaszok felett okoz relativ
elfordulast. Tehat az i-edik radon 1évé koncentralt teher esetén -a 2. abra alapjan-, goﬁx—nek a
kovetkezo két zérustdl kiilonbdzo eleme van:

A Fx* (1 —x)( 1, —x%+l N Fx(l, —x) 1, -x2
O 21 El I 33 2LEI 1 3

l

; (16)
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Az 1h abran pedig jol lathato, hogy ugyancsak a masodik mezdben 1évo teher, nemcsak a
terhelt mezo6 hatarain, hanem azok szomszédos tamaszai felett is okoz relativ elfordulast, ha a

tamaszok rugalmasak, a gerendak viszont teljesen merevek. Igy koncentralt teher esetén -a 2.
abra alapjan-, ao"*®-nak a kovetkez6 négy zérustol kiilonbozé eleme van:
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2. abra Rugalmasan agyazott gerenda terhelési tényezdje koncentralt teherre

Tehat a (4)-es és (5)-0s formuldknak megfeleléen Osszegezhetok a terhelési ¢és
egységtényezdk, és minden koncentralt teherre Osszedllithatd a (7) egyenletrendszer A
egylitthatd matrixa és a, vektora. Az egyenletrendszer megoldasa a teher hatasara kialakuld
nyomatékabra tamaszok feletti értékeit adja meg. A terhek hatdsanak Osszegzése igy
egyszeriien megoldhato, a kiilonb6zd terheknek megfeleld megoldasok 0sszegzésével. Ezek
etin mar csak a terheknek megfeleld0 Mj-abrakat kell hozzaadni az Osszegzett
nyomatékabrahoz. Az m-edik reakcioerdt pedig a kdvetkezo formula szolgaltatja:

B,=>B,X,, (22)

Ahol B,, a terhek hatasara kialakul6 reakciderd az m-edik tamaszban, B,,; a 2. abranak
megfeleld reakciderdk az egységnyi folosleges kapcsolati erdkbdl, X; pedig az Osszegzett
tamasz feletti nyomaték. A reakciderokbdl pedig a tartdé lehajlasa (e) a rugoallandok
ismeretében egyszerll szorzassal szamithato:

e, =B p,. (23)

5. Grafikus felhasznaloi feliilet és a program hasznalatianak rovid leirasa

A felhasznal6 egy grafikus felhasznaloi feliileten definialhatja a rugalmasan agyazott gerenda
modelljét, definidlhatja a terheket, és a sinszal anyagjellemzdjét és keresztmetszetét. A
rugalmasan agyazott folytatdlagos gerenda definidlasakor harom szakaszra kiilon megadhat6 a
rugalmas tamaszok merevsége, a keresztaljak tavolsaga és a keresztaljak szdma a kiilonb6z6
szakaszokon. Bedllithatd a sinszal anyagdnak rugalmassagi modulusa, és keresztmetszetének
masodrendl statikai nyomatéka. A felhaszndld6 maximum 4 koncentralt er6t adhat meg. A
nagysagat mindegyiknek valtoztathatja. Az elsd erd helyzetét az elsd szakasz elsd
keresztaljanak helyzetéhez képest adhatja meg, a tobbi erdt, pedig az elsé er6hodz képest.

A szamolj gomb megnyomdsaval a program megjeleniti a gerenda modelljét, a tartod
nyomatékabrajat, reakcioerdit, és lehajlasat. A jobb oldali listdban pedig szamszeriien



jelennek meg az eredmények. A felhasznal6 a megadott névvel adatfajlba is mentheti az
adatokat. Ezenkiviil a felhasznalonak figyelnie kell arra, hogy a bemeneti adatok a szamitéasi
algoritmusnak megfeleldek legyenek. A program ugyanis csak gy tudja kezelni a terheket, ha
két keresztalj kozott csak egy koncentralt eré van. Ha két szomszédos erd tavolsaga tal kicsi -
a keresztaljak tévolsdgdhoz képest-, akkor a lista helyett egy iizenet jelenik meg, ami
felszolitja a felhasznalot, hogy modositsa a terhek megadasat. Hasonlo tlizenet érkezik akkor is
ha az elsd vagy az utolso teher talsagosan kozel van a tartd széléhez.
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