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Téma:
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1. A feladat kiirasa:

A kitGzitt feladatban un. membranokat és hartyakat modellezek, azaz a megadott
Teljes feluletd kuls6 terhek hatasara a Poisson-féle differencialegyenlet
megoldasaként megkeresem a lehetséges egyensulyi alakot.

A szilardsagtanban a tokéletesen hajlékony szerkezeteket, amelyek sajat
sikjukban hajlitonyomatékot és nyiréerét nem képesek felvenni membranoknak vagy
hartyaknak szoktak nevezni. A legegyszeribb példa a szappanbuborék, mely a bels6
nyomast csak a huzoéfesziltségekkel képes egyensulyozni. A szilardsagi
tulajdonsaga folytan adott er6rendszer esetén egy jellegzetes forma parosul. A
gyakorlatban a kifeszitett ponyvaszerkezetek alakmeghatarozasi médszer alapjai is a
membran analdgian nyugszanak.

Az el6zbekkel ellentétesen: a huzdszilardsaggal nem rendelkezé szerkezetek, pl.
térbeli tégla- és kbészerkezetek kialakitasanal is figyelembe veszik a format, arra
torekszenek, hogy a terhekre a szerkezetben csak nyomdfesziltségek ébredjenek.
lly moédon probaltak kialakitani, ugyan akkoriban még zommel empirikus uton, a
térbeli boltozatokat is.

A feladat a szilardsagtanban a csavarasi feladatok modellezésére is alkalmas
(Prandtl altal javasolt membran analdgia) [1].

2. Elméleti hattér attekintése:



A membran minden pontja olyan sikbeli feszultségallapotban van, amelynél a
nyirofesziltségek zérus volta miatt minden irany féirany, és igy minden iranyban
ugyanakkora normalfeszultség mikodik.

Ha a perem mentén rogzitett membranra a sikjara merdleges iranyu, p(x,y) teher
mukodik, akkor a membran megnyulik és a terhet egy z=z(x,y) fuggvénnyel jellemzett
deformalt alakban tud csak egyensulyban tartani. Ek6zben a membranban huzdéerdk
ébrednek, melyek minden pontban és iranyban ugyanakkorak.

A membranbdl kivagott elemi rész egyensulya alapjan levezethetd, hogy kis
elmozdulasok, azaz lapos membranok esetén a membran egyensulyi alakjat leird
z=z(x,y) fuggvénynek ki kell elégitenie a
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Poisson-féle differencialegyenletet és természetesen a peremfeltételeket, ahol L
S

kulsé teher és a bels6 erd hanyadosa.

(Nagyobb elmozdulasok esetén masodrendli analizist célszerli alkalmazni, mely

figyelembe veszi a megnyulasokat, viszkdzus és reoldgiai viselkedést.)

A feladat ellenkezé el6jelli terhekre is értelmezhetd, ebben az esetben az egyensulyt

biztositdé membranban nem huzéerék, hanem nyomoerdk ébrednek. [1]

3. Szamitogépes algoritmus kidolgozasa:

Poisson-féle differencial egyenletet numerikus véges differenciak moédszerével oldom
meg (Elliptikus PDE, altalanos eset) [1].

Jeldljuk a fuggvényt a kdvetkezéképpen:

U,(x,»)+U  (x,y)=G(x,y) x,yeR, (1)
Xo=y,=0¢és h=k,
vagyis x, =i-h és y, = j-h,ahol (i,j =0,12,...)
racshalézatot hasznalok, ahol h nagyobb nulla. Az U(x, y) valédi megoldasfuggvény

kielégiti az (1)-et a belsé racspontokban:
Un(B)+U,(P)=G,;.

Ha az U(x,y) valdédi megoldasfuggvényrél erbésebb differencialhatosagi

tulajdonsagot tételezlnk fel, akkor a parcialis derivaltak kdzelitésére hasznalhatjuk az
alabbi formulakat:
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Ha a bal oldalon elhagyjuk a masodik és negyedik tagot, amelyek masodrendi
képlethibak, akkor a kozelité megoldas értékeire linearis egyenletrendszert kapunk:
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rendezve az egyelnletet kapjuk:
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Az u, , ismeretlenek kettGs indexe zavaro, mivel az algebraban megszoktuk, hogy

egy linearis egyenletrendszerben az ismeretlenek csak egy indexuk van. Igy
sorfolytonos elrendezéssel egyes indexre térunk at.

A véges differencia egyeneletet atrendezve matrix alakban felirhatjuk az alabbi
egyenletet:

A-u=b,ahol u=[u,u,,..,u,l|, és b=[b.b,,...b ]|

A b matrix tartalmazza a peremekre vonatkozd peremfeltétételeket, illetve a kulsé
teher, és bels6 erd aranyat.

Az A matrix:
B - 0 0O . . . 0 O
-I B -I 0O . . . 0 O
O -1 B -I . . . 0 O

o o0 o o0 000 -1 B

, ahol a B matrix elemei:
(4 -1 0 0

-1 4 -1 0
0 -1 4 -1

0o 0 0 0 00 0 -1 4
és | pedig egységmatrix.

Eképpen ,A” egy m”> xm’ méretl matrix, ahol m a belsé racspontok szamat jelenti

[1].

4. A szamitogépes kod leirasa:

A programban megoldd algoritmus Iényegében a fenti levezetésre, atrendezésre
épul. A bemené adatokat a felhasznal6é az un. felhasznaléi fellleten kommunikalva
tudja megadni. Az adatok rogzitése, és szamitas elinditdsa utana a program a
megadott adatokat a fellletrdl lekérdezve feltdlti a bemend paramétereket a kivant
ertékekkel.

A megolddé mag ezutan a tdbbismeretlenes egyenletrenszert megoldja. Elséként
felolti a matrixokat a peremfeltételek alapjan, illetve létrehozza az ,A” matrixot a
MATLAB-ban elére definialt Poisson matrix séma alapjan. Ezek utan sorfolytonos
atalakitassal megoldja a fent részletezett problémat, majd a felhasznaléi fellleten 3
dimenziés abrazolasban megjeleniti azt.



5. A program hasznalata:

A programhoz egy felhasznaldi felllet, un. GUI, készult, ahol megadhatok a
bemend paraméterek szamszerl értékei. ( ,a” — mint a feluletet alkotd négyzet
oldalhossza, teherérték, mely lehet poziitv és negativ elGjell is, és a belsd
racspontok szamat, az osztas finomsagat.)

A differencialegyenlet megoldasahoz meg kell adnunk a peremfeltételeket is. Két
féle peremfeltételt kinal fel a program — 1. linearis, vonalszerl peremek, illetve 2.
masodfoku gorbét leiré peremek. Linearis peremek esetén a négyzetet alkotd felllet
sarkainak magassagi értékeit tudjuk megadni. A masodfoku gorbénél pedig a
magassai adatok, illetve a parabolat jellemzd egyutthaté értéeke allithatd be
szabadon.

Ezeken kivul megadhatdo az 4abrazolas mddja, a MATLAB altal felkinalt
lehet6ségek kozul legordulé menubdl valaszthatunk. Ezen tulmenéen megadhatjuk a
szinek arnyeékolasat, szinatmenetek tipusat.

A szamitas gomb lenyomasaval a differencidlegyenlet megoldasa elkezdédik,
végezetul a felhasznal6i fellleten lathatd rajzi ablakon jeleniti meg a szamitott
fellletet. A fellletet a lathatdsag megkonnyitése végett csuszkak segitségével tudjuk
megforgatni.

6. Validalas, eredmények:

A véges differenciaval szamolhaté egyensulyi alakokok jol valasztott osztaskdzzel
megegyezik az irodalmakban taglalt egyensulyi alakokkal. PIl. Linearis
peremfeltatelek megadasa esetén a jél ismert hyperbolikus paraboloidot kapjuk,
illetve masodfoku fuggveénnyel leirhatdo peremeknél jol lathatéan a felulet ,pupja” a
peremekkel megegyez6 parabolat ir le.

Ezekbdl leszirhetd, hogy lapos membranok esetén (ahol nem indokolt a masd-
és harmadrendld analizis) jol alkalmazhaté a Poisson-féle differencialegyenlet
megoldasara a fent vazolt véges differenia mddszer. A pontos és kdzelité megoldas
kozott a felulet felosztasatol fiuggéen masodrendl hibat vétunk, mely siribb
halédméret esetén elenyészd, a felllet alakjat is jol leirja, illetve az abrazolasban is
megfeleld.

7. Konkluzio:

A véges differencia mdédszerével megoldott feladat alkalmas lehet a membranok
modellezésére kis elmozdulasok esetén. Nagy elmozdulasoknal masodrendi elmélet
szukségeltetik. Emellett a feladat atértelemzésével a probléma a csavarasi
problémak megoldasaban is hasznalhato [1].
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