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2017. februar 10.

A dinamika alapegyenletei nagyon egyszertieck. Ha a testek forgasat csak sikban vizs-
galjuk (azaz a forgastengely mindig egy irAnyba mutat, nem tanulmanyozzuk példaul a
bagocsigak mozgasat), akkor a feladatok megoldaséhoz — a kényszerfeltételeken kiviil —
csak ezt a két egyenletet fogjuk hasznalni:

ZF:ma
Y M=05.

Az els§ egyenletben (Newton II. torvénye) > F a testre hato ereds ers, m a test
tomege, a pedig a gyorsuléasa.

A maésodik egyenletben (a tengely koriili forgas mozgéasegyenlete) > M a testre hato
forgatonyomaték (a forgastengelyre vonatkoztatva), © a tehetetlenségi nyomatéka (ugyan-
erre a tengelyre vonatkoztatva), § pedig a szoggyorsulas.

A vastag allo betiik vektoridlis mennyiségeket, a vékony délt bettik skaldr mennyisége-
ket jeldlnek. Erre nagyon figyelniink kell, egyvaltalan nem mindegy, hogy egy egyenletben
vektorok, vagy skalar mennyiségek szerepelnek.

Egy vektor nagysaga (vagy abszolat értéke) méar skalar mennyiség. Példaul |a| = a.

A feladatok sokszintiségét — és nehézségét — az aprd’ kiegészits feltételek adjék: a
testek nem ,szabadon”, egymastol fiiggetleniil mozognak. Ezeknek a kényszerfeltételeknek
a felismerésére, matematikai megfogalmazasara, és a feladatok diszkusszidjdra, azaz a
lehetséges megoldasok elemzésére fogunk Ssszpontositani.

1. Két test csigan atvetett kétélen
Két testet rogzitett, konnyid, surlodismentes csigan atvetett elhanyagolhato tomegi,
nyjthatatlan kotéllel kotjiik 6ssze, és a rendszert nyugalmi helyzetben magéra hagyjuk.

Mit jelentenek a szdvegben szerepld kiemelt szavak? A csiga konny és sturlodasmentes:
igy forgatasdhoz elhanyagolhatoéan kicsi erd sziikséges, tehat a csiga két oldalan ugyanak-
kora a kotélers. A kotél elhanyagolhatd tomegt: a ra hato nehézségi erét elhanyagolhatjuk,
és gyorsitasahoz se sziikséges erd. A kotél nyuajthatatlan: igy a két test elmozdulésa egy-
forma nagysagu (bar ellentétes irdnyn), és emiatt sebességiik és gyorsulasuk nagyséaga is
megegyezik. Ezek a kényszerfeltételek.



Ezek alapjan berajzoltuk az dbrara a testekre hatd erdket és a testek gyorsuldsdnak
irdnyat (m; > mey feltételezéssel), majd ennek megfelelGen felirhatjuk a testekre vonatkozo
mozgasegyenleteket:

mia =myg — K

moa = K — mag.

Az egyenletrendszer megoldasa:

my — Mgy
a=——-¢g
my1 + Mo
2mimas
K= —"=
mi1 + mao

A gyorsulasra, ha my; > mso, valoban pozitiv értéket kapunk. Ha m; < ms, akkor a
negativ, tehat az abran jelolttel ellentétes iranyii.

2. Mozgobcsiga
Ebben a feladatban az egyik test a szintén kénnyd mozgocsigan 16g. Kérdés ismét a
testek gyorsulasa.

A testek gyorsulasanak iranyat nem latjuk el6re, de bejeloliink mindkét testnél egy
pozitivnak tekintett irdnyt. Ezutan a mozgasegyenletek:

mia; = myg — K

moQo = K2 — Mag .

A csigadk elhanyagolhat6 stulya és surlodasmentessége miatt a végigfutd kotélen végig
ugyanaz a K erd hat, a mozgocsiga elhanyagolhaté silya miatt pedig

Ky =2K;.

A gyorsulasok viszonyat az alapjan allapithatjuk meg, hogy gondolatban Ax tavol-
saggal lejjebb huzzuk az m; testet, ekkor a mozgodcsiga két kotélszara Osszesen Ax-szel



rovidiil meg, és igy az msy test % tavolsaggal mozdul el felfelé. Igy a két test elmozdula-

sdnak aranya mindig 2 : 1, és igy a sebességeik és gyorsulasaik ardnya is ugyanekkora:
ai
a9 = 5 .

K5 és ay kifejezését beirva az egyenletrendszer megoldhato:

. 4m1 — 2m2
= 4my + mgy

_2my —my
2= dmy + mo

A gyorsulasokra akkor kapunk pozitiv értéket, ha 2m; > ms, tehat ebben az esetben
a testek a bejelolt iranyban fognak elindulni. Ha 2m; < msy akkor pedig az ellenkezé
irdnyban.

3. Bonyolultabb kényszerfeltétel kotéllel 6sszekotott testeknél
A kovetkezé feladatot nem oldjuk meg, csak azért mutatom meg, hogy lassuk, a kény-
szerfeltétel két, kotéllel 0sszekotott test esetében nem mindig ilyen egyszert.

Itt geometriai megfontolasokkal konnyen megmutathato, hogy kis elmozdulasok esetén
Axy = Axycosa,
amibdl az elmozdulashoz tartozo kicsiny At idGvel valo osztassal
Uy = U1 COS (¥

Ebbél azonban nem kovetkezik, hogy a gyorsulasok kozott is ilyen kapcsolat van, mert
az a szO0g nem allandoé, az is valtozik. A gyorsulasokat legegyszertibben a sebességek kozotti
kifejezés id6 szerinti derivalasaval kaphatjuk meg. Ekkor figyelniink kell arra, hogy v; és
« is az id6 fliggvénye, hasznalnunk kell a szorzat derivaléasi szabalyat és a lancszabalyt is.
« id6 szerinti derivaltjat ismét egyszeri geometriai megfontolasok segitségével tudjuk vy
és [ segitségével kifejezni:

2
. « V1 . o
az = aycosa —visina- —- =acosa — —sin"a.

(Annak, aki nem tud még derivalni, nem kell tudnia levezetnie ezt az Osszefiiggést. Csak
azért mutattam meg, hogy lassuk, a testek gyorsulasa kozotti kapcsolat bonyolult lehet.
Ebben a feladatban rdadasul azt is vizsgalni kell, hogy az m; tomegii test nem emelkedik-e
fel a talajrol.)



4. Lejtén lecstszo test
Rogzitett, o hajlasszogi lejtére kis m tomegi testet helyeziink, amely a lejtén lecsiisz-
hat. A surlodast elhanyagoljuk. Mekkora a test gyorsulasa?

A testre két erd hat. Az egyik, amellyel az Gsszes feladatunkban szamolnunk kell, az
mg nehézségi erd, amely definicié szerint mindig fiiggGlegesen lefelé hat (a nehézségi erd
iranyat nevezziik fiiggéleges irdnynak). A masik a lejts altal kifejtett N nyomoers, ami egy
kényszererd: irdnya a feliiletre meréleges, de nagysaga més eréktdl fiigg — éppen akkora,
hogy megakadalyozza a test feliiletbe hatolasat.

A test gyorsuldsa — éppen a kényszerfeltétel miatt — csak a feliilettel parhuzamos lehet.
A mozgésegyenletet vektorialis alakban felirva:

ma=mg + N.

Ahhoz hogy ezt megoldjuk, a vektorokat komponensekre bontjuk, és a vektoregyenlet
helyett két (térbeli feladatoknal harom) skalar egyenletet frunk fel. Ennél a feladatnal
célszerd az erket lejtGvel parhuzamos és lejtére merdleges komponensekre felbontani. Az
N erének csak lejtére meréleges komponense van, az mg erét viszont fel kell bontani:

mg| = mgsin

mg, = mgcos .
Ezt felhasznalva a skalar mozgésegyenletek:

ma = mgsin «

0=mgcosa— N.
Az els6 egyenletbdl kozvetleniil adodik a keresett gyorsulas:
a=gsina.

a = 90° estén (fiiggsleges lejts esetén) visszakapjuk a szabadesés g gyorsulasat.

5. Lejt6 strlédassal

A kovetkezd oldalon 16v6 abran lathaté o hajlasszogi lejté és a ra helyezett m to-
megi test kozott most surlédasi erd is hat, a sirlodési egyiitthato pu. A testet nyugalmi
helyzetben a lejtére helyezziik és elengedjiik.



A testre a nehézségi erén és a nyomoéerdn kiviil most a surldddsi erd is hat. A lejts
hajlasszogétol és a surlodési egyiitthatd nagysagatol fiiggéen két eset lehet:

Ha a lejt6 elég meredek, illetve a sirlodasi er6 nem til nagy, akkor a test megcsuszik,
ekkor a sirlodasi erg a testek relativ elmozdulasaval ellentétes iranyi, és nagységa

S =uN.

Ha a lejté lapos, vagy p nagy, akkor a test nem csiszik meg. Ilyenkor a surlodasi
er$ irdnya és nagysaga olyan, hogy lehetéleg fenntartsa a testek relativ nyugalmat, de

teljesiilnie kell az
S < uN

egyenlGtlenségnek.

Célszert az erGket most is lejtére merdleges és lejtGvel parhuzamos komponensekre
bontani. A test nem mozoghat a lejtére meréleges iranyban, igy a lejtére merdleges erék
eredGje nulla (kényszerfeltétel), ebbdl:

N =mgcosa.

A testet a lejtiranyu erék gyorsitjak. Tegyiik fel, hogy a test megesuszik! Ekkor biz-
tosan lefelé indul el, ezért a gyorsulas iranyat vegyiik fel a lejt6vel parhuzamosan lefelé
pozitivnak. Ekkor a mozgasegyenlet:

ma =mgsina — S.

A sarlédasi er6 nagysaga attol fiigg, hogy a test megesuszik-e. Feltettiik, hogy igen.
(Ezt a végén majd ellendrizniink kell!) Ekkor:

S =uN.
Az egyenletrendszer megoldasa:
a= (sina— pcosa)g.

Az eredmény nem lehet negativ, hiszen a test nem indulhat el magatol felfelé. Ebbdél
a paraméterekre a
p<tga

feltétel adodik. Ha a surlodasi egyiitthatd nagyobb, akkor a test nem cstuszik meg, gyor-
suldsa nulla lesz, nyugalomban marad. Akkor viszont a cstszasi sturlodasra vonatkozo
egyenlGség helyett a tapadasi surlodasra vonatkozo egyenlGtlenséget kell felirnunk, és a
feladatot igy megoldanunk. Ezt az olvaséra bizzuk.



6. Nem rogzitett lejté — bonyolultabb kényszerfeltételek
Az abran lathaté elrendezésben az my tomegil testet egy mo tomegi, o hajlasszdgi
lejtére helyezziik, amely a vizszintes talajon mozoghat. Mindkét feliileten sirlodas van.

Ha a rendszert nyugalmi helyzetben magara hagyjuk a sirlédasi er6k nagysagatol a
tomegek aranyatol és a lejté hajlasszogétsl fiiggben haromféleképp mozoghat a rendszer:

e Mindkét test nyugalomban marad.
e A lejt6 nyugalomban marad, de a test lecstszik rajta.
o A lejt6 megcesiszik az abran jobbra, és a test lecsiszik rajta.

Vizsgéljuk az utolso esetet! Az abraba berajzoltam mindkét testre hato er6ket: Mind-
két testre hat az m,g illetve mog nehézségi er6. A testre ezen kiviil hat a lejts altal
kifejtett nyomoerd (a feliiletre merélegesen) és a sturlodasi erd (a feliilettel parhuzamosan
felfelé). A lejtére pedig ennek a két erének az ellenereje, valamint a talaj altal kifejtett
nyomoers és surlodasi erd.

A testek gyorsulasat is berajzoltam: a lejté csak vizszintesen jobbra mozoghat (ag
gyorsulas), a test a; gyorsulasanak balra és lefele mutaté iranyat egyel6re nem ismerjiik
pontosan.

Erdemes lerajzolni a két testet kiilon-kiilén is, hogy jol elkiiléniiljon, melyik eré melyik
testre hat.

% oh] -
ay &Z SI 1 NZ 2

Az my tomegi test gyorsulasat most vizszintes és fiiggSleges komponensekre érdemes
bontani (hiszen egyelére nem ismerjiik az iranyat). A mozgasegyenletek:

mya, = Nysina — Sy cos o

mia, = mig — Nycosa — Sysina.



A lejt6 csak vizszintesen mozoghat, igy a mozgasegyenletek:

Moas = Nysina — S;cosa — Sy

Ny = mog + Nycosa + Sysina.
Ehhez jonnek a csiiszasi surlodas dsszefiiggései:

S = N1N1
Sy = Ny .

Végiil fel kell irnunk a gyorsuldsok kozti kapcsolatot: a testnek a mozgo lejto feliiletén
kell mozognia. Ez alapjan rajzolhatjuk meg ezt a vektorabrat.

Az abra alapjan:

Ay

tgo = as + a;

Ezzel 6sszedllt a hét egyenletbdl allo egyenletrendszer, hét ismeretlennel (a,, a,, as,
Ny, S1, Ny és Sy), amely igy megoldhato. Ezutan ellenérizni kell, hogy valoban a feltéte-
lezett mozgas jon-e létre, azaz mindharom gyorsulas pozitiv-e. Ha igen, akkor a feladat
megoldasa kész, ha nem, akkor meg kell vizsgalni a masodik esetet (allo lejts), és ha ez
se teljesiil, akkor az els§ eset valosul meg.

Az egyenletrendszer megoldasat és a diszkussziot az olvaséra bizzuk.

7. Kisérlet: megfeszitett rugd

Az abran lathato elrendezésben a nagyobb testet F erével a rugd nytdjtatlan allapo-
tahoz képest = tavolsagra kihtizzuk, majd elengedjiik. Mi torténik? Abrazoljuk a testek
kezdeti gyorsulasat x fiiggvényében!

D
W’“L
u

2

A kérdésre — ahogy ezt a kisérletben is lathattuk — az = tavolsagtol (és a paraméte-
rektsl) fiiggSen haromféle valaszt adhatunk:

e Kis x esetében a tapadéasi surlodas miatt a testek nyugalomban maradnak.
e Kozepes x esetén a két test egyiitt fog mozogni.

e Nagy x esetén a rugd kirantja a nagy testet a kicsi alol: az csak kisebb gyorsulassal
mozog, mint a nagy, és leesik rola.



Az els6 eset akkor valésul meg, ha az elengedés utan a rugéd altal kifejtett erd kisebb,
mint a nagy test és a talaj kozti surloédasi eré:

Dx < ps (my +ms)g.

Ebbdl
p2 (M1 +ma) g

D

r<w =

feltétel adodik.
A masik két eset vizsgalatdhoz rajzoljuk be az egyes testekre hatd erdket! (A jobb
lathatosag miatt a kis testet jobbra tolva rajzoltam le.)

N
NA'S, <ai :

F;ZE@}SZ S,"

A mozgéasegyenletek, a fiiggSleges erGegyenstlyok és a talajnal fellépd sarlodas:

mia; = Sy

moas = Dx — S; — Ss
Ny =mug
Ny =mag + Ny
Sy = paNy.

A két gyorsulés viszonyara és a masik sturlodési erére annak fiiggvényében irhatunk fel
Osszefiiggéseket, hogy melyik eset valosul meg. Ha a két test egyiitt mozog, akkor a két
test gyorsuldsa egyenld, és koztiik tapado surlédas fog hatni:

a1 = a2 = a

S1 < Ny .
Ebbdl az egyenletrendszer megoldasa utan a kozos gyorsulas:
Dz
a= m — H29,

mig a kezdeti kitéritésre a feltétel:

(p1 + p2) (M1 +m2) g
D .

Ha x > x4, akkor a kis test is megcstszik, ilyenkor

S1 = 1Ny

Qo > aq .

T <x < Ty =

Ilyenkor az egyenletrendszer megoldasa:

a1 = U119
_ Dx — [pymy + pz (mq +ma)] g
mo .

a2

Az ay(z) és ag(z) grafikonok megrajzolasat az olvasora bizzuk.

8



8. Forgomozgas
A kovetkez§ feladatokban forgémozgéssal fogunk foglalkozni. Ttt most csak a

> M=e0p

(skalar) egyenletet fogjuk hasznalni, mert csak tgynevezett sikmozgdsokat vizsgalunk
(ahol a merev test pontjai egy sikban mozognak). Altalanos esetben a forgd mozgas leirasa
sokkal bonyolultabb.

A test mozgasat célszert a tomegkozéppont haladdé mozgasanak és a test tomegkdzép-
pont koriili forgasanak szuperpozicidjaként felirni. Ekkor a > M forgatonyomatékot is a
tomegkozéppontra vonatkoztatva kell meghatarozni (egyeldre az egyes erdk és az erék erd-
karjanak szorzataként — de erre majd kés6bb megismeriink méas matematikai moédszereket
is). A képletben szerepls O tehetetlenségi nyomatékot szintén a test tomegkdzéppontjara
vonatkoztatva kell meghatarozni. (Egyszeriibb testek tehetetlenségi nyomatéka megtalal-
hato a fiiggvénytablazatban vagy az interneten.)

Az egyenletesen gyorsuld forgomozgas kinematikija az egyenletesen gyorsulé halado

P

v(t) = at + vy w(t) = pt+wo
.T(t) = gt2 + Uot + X9 Oé(t) = th + th + Qp .

9. Lejtén legordiils test
Ha egy hengert, csovet, golyot egy rogzitett lejtére helyeziink, akkor a siarlodasi tényezd
nagysagatol és a tobbi paramétertdl fiiggden ismét kiilonb6z6 mozgasok johetnek létre:

e Ha egyaltalan nincs sturlodés, akkor a test nem fog forogni, ugyantugy lecstszik, mint
a 4. feladatban.

e Ha a surlodas elég nagy, akkor a test tiszta girdiléssel gurul le a lejtén, azaz a
lejtével érintkezd pontja mindig nyugalomban van, a lejté és a test kozott tapadési
siurlodasi erd hat.

e Ha van sirlodas, de nem elég nagy a tiszta gordiiléshez, akkor a test forogva csiszik,
a lejtével érintkezd pont kapar”, a lejt6 és a test kozt cstuszasi surlodasi erG hat.

A tisztan gordiil merev test mindenkori érintkezési pontja nyugalomban van ahhoz
a testhez viszonyitva, amin gordiil. Igy a feliiletek kozott tapadasi sarlodas 1ép fel, a test
halado és forg6 mozgasa pedig nem filiggetlen egyméstol.

Vizsgaljuk meg az abrén lathato lejton legordiils test mozgasat!

—

a




Vialasszuk meg az dbran lathatéo médon a gyorsulés és a szoggyorsulas pozitiv iranyét!
[rjuk fel a lejtére merdleges erdk egyensulyét, a lejtGiranyd mozgasra Newton I1. torvényét,
valamint a forgémozgés alapegyenletét:

Fy, =mgcosa— N =0
Fj=mgsina — S =ma
M=Sr=0p3.

Ha feltételezziik, hogy a test tisztan gordiil, akkor a gyorsulas és a szoggyorsulas nem
fiiggetlen egymastol:

a=rp.

(Ezt konnyen belathatjuk, ha felhasznaljuk a kézépponti — radidnban mért — szog és a
hozzé tartozo iv kozotti kapesolatot. )
A tiszta gordiilés feltétele, hogy teljesiiljon a tapadasi surlodéas egyenlStlensége:

S < uN.
A forgastest tehetetlenségi nyomatéka legyen:
O = kmr?,

ahol k a test alakjatol fiiggs allando (vékony fala csére 1, vékony fali gémbhéjra 2/3,
tomor hengerre 1/2, t6moér gémbre 2/5).
Az egyenletrendszer megoldasa:
S = % = kma
r
mgsina = ma+ S =ma (k+1)
_ mgsina gsina
T+l k+1

a gsin a

i
A gyorsulas értéke nem fiigg a sugartol, de flige k-t6l, azaz a test alakjatol, ahogy ez a
videdn megnézhetd.
A tiszta gordiilés feltétele, hogy teljesiiljon a tapadasi surlodéas egyenlétlensége:

k
S = kma = ﬂzg:l]?a < uN = pmgcos o,
amibdl:
N tg
= 1+1/k°

Ha a tiszta gordiilés feltétele nem teljesiil, akkor a test cstiszni és forogni fog. Tlyenkor
a és B fliggetlenek egyméstol, és a csiszési surlodas Osszefiiggését kell hasznélni:

a#rp
S =uN.
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Az egyenletrendszert ekkor ezek figyelembevételével kell megoldani:

S = puN = pmgcos «
ma =mgsina — S = mg (sina — pcos a)
a=g(sina— pcosa)

O = Sr = umgr cos «
5= HMgr cos Qe [1g COS (v
B S) o kr

10. Visszatérd pingpong labda
Vizsgaljunk meg egy masik érdekes kisérletet is, ahol a kezdetben csuszva forgo (,ka-
pard” vagy ,koszorils”) test végiil megtapad, és tisztan gordiil tovabb!

W @ -~ AN
HEOE
S

Egy pingponglabdat ligyesen ki lehet ugy pockolni, hogy kezdetben éppen haladési
iranyaval szemben, negativ irAnyban pordgjon (wg < 0, lasd az dbran w, 3, v és a pozitiv
iranyat). Ekkor a pingponglabda és a talaj kozott fellépd csuszési surlodési erd negativ
gyorsuldst, viszont pozitiv szoggyorsulést hoz létre:

ma = —S = —umg

a=—pg
©p = Sr = umgr
_ g
2r

(A vékony gdmbhéj tehetetlenségi nyomatéka © = 2mir?.)
Ez az allapot addig all fent, amig meg nem tapad, azaz amig nem teljesiil, hogy

v(t) = rw(t)
v + at =1 (wy + Ft)

3
vy — pgt = rwo + S pgt

2
2 vy — Twy
t=———7-—.
5 g

Ekkor a test megtapad, a mozgas tiszta gordiiléssé valik, sebessége ekkor:
3
v(t) = vy + at = —vy + —Twp .
5 5
Ezutan a sebesség mér allando, hiszen a tiszta gordiiléskor megsziinik a surlodasi erd.

(A valosdgban a test lassan megall, de ennek oka nem a strlodasi erd, hanem a gordilési
ellendllds — ezt azonban most elhanyagoljuk.)
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Mivel wy < 0, a megtapadaskor a sebesség megfelels (elég gyorsan porgs) inditas esetén
nulla vagy negativ is lehet. Tehat ha

|(,UQ| > Q_TUO ,

akkor az elpockolt pingponglabda megtapadas utan visszagurul hozzank, ahogy azt az
el6adason néhany probalkozas utan sikeriilt is megmutatni.

11. Gyakorlé feladatok

e Oldjuk meg az 1. feladatot gy, hogy a tomor henger alaki csiganak véges tomege
van (és a kotél nem cstszik meg rajta)!

e Oldjuk meg az 5. feladatot gy, hogy a test kezdetben nem nyugalomban van, hanem

a) lefelé,

b) felfelé

mozog! Diszkutaljuk az Osszes lehetséges esetet!

Vanko Péter
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