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Bevezetés

Ebben a dolgozatban wektorokkal foglalkozunk, és kiemelten targyaljuk a
vektorok szerepét a forgdmozgés leirdsidban. A haromdimenziés tér sajatos-
saga, hogy az infinitezimalis (nagyon kicsiny szogi) forgatasokhoz vektorokat
lehet rendelni. Azonban ezek a vektorok (tgynevezett arxidlvektorok) kicsit
kiilonboznek az eltolasokhoz rendelt vektoroktol (poldris vektorok), ugyanis
a koordinata-rendszer tiikrozésekor méasképp viselkednek.

1. Vektorok

A vektor fogalmaval tobb kiilonbo6z§ absztrakcios szinten t6bb kiilonb6z6 kor-
nyezetben lehet talalkozni. Ennek megfelel§en mi is t6bb ,nyelven” fogunk
beszélni vektorokrol. A legkdzvetlenebb a geometriai nyelv. A vektor egy ira-
nyitott szakasz a haromdimenzios, fizikai téreben, és a vektorokkal néhany
egyszerd miveletet lehet végezni. Beszélhetiink koordindtageometriai nyel-
ven is vektorokrol; ilyenkor egy szamhéarmast, vagy altalanosabban, egy szam
n-est tekintiink vektornak. A linearis algebraban egy matematikus szadmé-
ra minden olyan objektum vektor, amivel bizonyos azonossagokat kielégits
miiveleteket lehet végezni. Kz az absztrakt matematikai nyelv. Végiil a fizi-
kusok szaméra a vektorok legfontosabb tulajdonsaga az, hogy a koordinata-
rendszer megvaltoztatasakor a komponensek meghatarozott transzformacios
szabalyok szerint valtoznak meg. Ez a fizikusi nyelv.
Ebben a fejezetben e négy kiilonb6z6 nyelv kapcsolatat mutatjuk be.

1.1. Geometriai szemlélettsl a vektortér fogalmaig

Geometriai nyelven a wektor egy irényitott szakasz, egy nyil a térben. A
vektorok szabadon eltolhatok, kiilonb6z kezdSpontbol kiinduld vektorokat
azonosnak tekintiink, ha egymésba eltolassal atvihetGek. A vektorok kozott
két egyszerd miiveletet definidlunk, az dsszeaddst, és a szdmmal vald szor-
zast. Két vektort a jol ismert paralelogramma-szabdly szerint adunk Gssze,
az a) abran lathatéo modon. A vektorok szammal vald szorzasa pedig egy-
szertien a vektor hosszanak megnytujtésat jelenti, az b) abran lathato mo-
don.

Szammal vald szorzaskor —1 < A < 1 esetén a vektor hossza csokken,
A < 0 esetén a vektor iranya ellentétesre valtozik.

A fenti definici6 igen erdsen hagyatkozik a geometriai szemléletre, a ha-
romdimenziés euklideszi tér tulajdonsagaira, és matematikai szempontbol
nem Kkielégits.

Koénnyen ellendrizhets, hogy a geometriai nyelven definidlt miiveletekre



a+b
AV

a) b)

1. abra. Vektorok Osszeadasa a) és szammal val6 szorzasa b) geometriai nyel-
ven.

teljesiilnek a kovetkezs szabalyok:

Va,b: a+b=b+a kommutativitas  (la)
Va,b,c: (a+b)+c=a+(b+c) asszociativitdas  (1b)
30, melyre Va: a+0=a nullvektor  (1c)
Va esetén 3(—a) : a+(—a)=0 ellentett vektor  (1d)
Va € R, Va,b: a(a+b)=caa+ab disztributivitas  (le)
Vo,8 €R, Va: (o +PB)a=caa+ fpa disztributivitas  (1f)
Vo, 8 € R, Va: (af)a = a(pa) (1g)
Va: la=a 1 € R-el szorzas  (1h)

Absztrakt matematikai nyelven éppen ezekkel a tulajdonsagokkal defini-
aljuk a vektor fogalmét.

Definici6é: A V nem iires halmaz valds vektortér, ha adott rajta két mivelet,
a+:VxV =V dsszeadds és az RxV — V, (A, v) = Av szdmmal vald szor-
zds, amelyre teljesiilnek az azonossagok. Vektortér elemeit vektoroknak
nevezzik.

Ez a definicio igen absztrakt, és messze tulmutat a motivacioul szolgalod
geometriai képen. Konnyen ellendrizhets, hogy valos vektorteret alkotnak
példaul a valos, egyvéltozos polinomok a pontonként definialt miiveletekkel,
vagy a folytonos valos fliggvények, szintén a pontonként definialt miiveletek-
kel. (Tehat (f + g)(z) = f(z) + g(x) & (Af)(x) = Af(x).)

Az absztrakt nyelven bevezetiink néhany alapvetd fogalmat.

Definicio: A vektortéren definidlt miveletek segitségével a Ay, Ao... Ay C R
szamokbol és az vi,va...v, CV vektorokbodl elkészitett

n
AV + Xove+ -+ A vy, = Z/\ivi eV
i—1
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vezzik.

Példaul a haromdimenzios térben egy jobbra és egy elére mutaté (nem
nulla) vektor linearis kombinaciojaként elGallithato az Osszes vizszintes sik-
ban fekv§ vektor, de a fiigg6leges vektorok mér nem.

Definicié: A V vektortér egy U C V részhalmazara azt mondjuk, hogy
generdtorrendszer, ha V tetszsleges vektora elgallithatd (véges sok) U-beli
vektor linearis kombinaci6jaként.

Példaul a hdromdimenzids térben egy jobbra és egy elére mutatod vektor
nem alkot generatorrendszert (hiszen a fliggdleges vektorok nem allithatoak
els belsliik), azonban egy jobbra, egy elére és egy felfelé mutaté (nem nulla)
vektor mar generatorrendszert alkot.

Egy generatorrendszer tetsz6leges vektorokkal bévitve tovabbra is gene-
ratorrendszer marad, tehat a generatorrendszerek akirmilyen sok elembdl
allhatnak, azonban nem lehetnek tetsz6legesen kicsinyek.

A generatorrendszer mellett egy mésik fontos fogalom a linedrisan fig-
getlen rendszer.

Definici6: AV vektortérben az U C V halmaz linedrisan fiiggetlen rendszer,
ha tetsz6leges A1, A2... A\, € R egyiitthatok és uj,us...u, C U vektorok
valasztasa mellett

AU +Xoug 4+ -+ Au, =0 esetén A=Ay =---= )\, =0.

A definiciobol latszik, hogy egy lineéarisan fiiggetlen rendszerbdl tetszo-
leges mennyiségii elemet elhagyva tovabbra is linearisan fiiggetlen rendszert
kapunk, tehat a linearisan fliggetlen rendszerek akirmilyen kicsiny elemszéa-
muak lehetnek, azonban nem lehetnek tetszGlegesen nagy szamossaguiak.

A haromdimenziés térben példaul barmely hdrom nem nulla, nem egy
sikba esé vektor linearisan fliiggetlen rendszert alkot, de ez a rendszer méar
nem bd&vithets egy negyedik vektorral agy, hogy linearisan fiiggetlen marad-
jon.

A lineéris algebra kozponti fogalma, a bdzis az el6z6 két tulajdonsig
egyesitésével kaphato meg.

Definicié: A V vektortérben a B C V részhalmaz bdzis, ha B lineirisan
fliggetlen generatorrendszer.

A definiciokbol azonnal kovetkezik, hogy a béazis maximalis (nem bo-
vithetd) linearisan fiiggetlen rendszer, illetve minimalis (nem cs6kkenthetd)
generatorrendszer. Igazolhatd, hogy minden vektortérben van bazis, és tet-
sz6leges vektortérben barmely két béazis elemszama (szamossaga) azonos. Ez
az elemszam (szamossag) a vektortér dimenzidja.

Véges dimenzioban (vagy akar megszamlalhatoan végtelen dimenzio ese-
tén) ugy kaphatunk bézist, hogy egy linearisan fiiggetlen rendszert addig



bovitiink, amig csak lehetséges. Erdekes, hogy nagyon nagy vektorterek
esetében a bazis létezésének igazolasa mar korantsem ennyire egyszerd; a
bizonyitashoz a halmazelmélet egy mély axiomajat, a kivalasztasi axidmét
kell hasznalni.

A tovabbiakban véges dimenzios vektorterekkel foglalkozunk. (Bar a ko-
vetkez§ kifejtési tétel tetszdleges dimenzioban is igaz.)

Tétel: Legyen B = {bj,by...b,} a V vektortér egy bazisa. Ekkor tet-
sz6leges x € V vektor esetén egyértelmien léteznek olyan z1,z2...x, € R
szamok, amelyekre

x = z1by + x3by + - - + 2,by, = Zﬁfz‘bz‘ (2)
i=1

teljesiil.

A Osszeget az x vektor B bazisban vett kifejtésének nevezziik, ahol
az x; egyutthatok a vektor koordindtdi, és a kifejtést igy is jeloljik:

I

x]? = x:Z = [z1,29...2,)T = [z;] €R™

Tn

A T fels6 index a transzpondldsra utal, és sokszor el fogjuk hagyni. A vizszin-
tes frasmodot és a tomor [x;] jelolést sorkozi képletekben helytakarékossagi
okbol hasznaljuk.

A fenti tételben a kifejtés létezése abbdl kovetkezik, hogy B genera-
torrendszer, az egyértelmiiség pedig abbdl, hogy B linearisan fliggetlen.

A kifejtési tétel értelmében az n-dimenzios V vektortér elemeit kdlesono-
sen egyértelmi kapcsolatba hoztuk az R™ halmaz elemeivel:

Vox=[x]P eR

Ez a megfeleltetés modot ad arra, hogy vektorok helyett koordindtdkban, azaz
a szam n-esek nyelvén gondolkozzunk. Felhivjuk azonban a figyelmet, hogy
a V = R” kapcsolat fiigg a B bazis megvalasztasatol!

1.2. Miiveletek vektorokkal

Ebben a részben tobbnyire a koordindtdk nyelvén fogunk gondolkozni, és
tovabbi miveleteket vezetiink be vektorokon.

Allapodjunk meg abban, hogy szam n-esek Osszegét és szam szorosét
koordinatanként értelmezziik, tehat

1 n 1+ Y1 1 Az
T2 Y2 T2 + Y2 T2 Az
+ . - . ) A =



Konnyen lathaté, hogy ekkor tetszéleges x,y € V vektorokra és A € R
szamra

[x +y)7 =" + [y, A" = Alx]”,

ahol B a vizsgalt vektortér egy bazisa. Tehat adott bazisban az eddig meg-
ismert két miivelet koordinatanként végezhetd.

1.2.1. Skalaris szorzas

A haromdimenzioés geometriai térben az a és b vektorok skalaris szorzatét
szokas szerint az
a-b =|a||b|cosy (3)

formula definialja, ahol |a| és |b| a vektorok hossza, v pedig a két vektor
szoge. Ezt a képletet hasznaljuk a fizikiban példaul a d elmozdulas mellett
az F er6 munkijanak kiszamolasakor: W =d - F.

A definici6 matematikai szempontb6l nem kielégits, ugyanis nem
mondtuk meg pontosan, mit értiink egy vektor hosszdn és hogyan értel-
mezziik két vektor szdgét. A matematikus nyelven més utat kovetiink.

A definiciobol kovetkezik, hogy a skalaris szorzas kielégiti a kivetkezd
azonossagokat:

Va,b: a-b=b-a kommutativitas (4a)
Va € R, Va,b,c: (aa+Db)-c=a(a-c)+b-c linearitas (4b)
Va: a-a>0 pozitiv definit  (4c)
Va : a-a=0 & a=0 nem elfajuld (4d)

Definici6: Az E véges dimenzids valos vektortér euklideszi tér, ha még adott
egy - : E x E — R mivelet, a skaldris szorzds, amely kielégiti a (4] azonos-
sagokat. Ekkor tetszéleges x € E vektor hosszdt, valamint az a és b vektor
v szOgét az

b
x| = VX - x, ~ = arccos ( a )
|al[b]

kifejezések definialjék.
Euklideszi térben a bazis fogalmat sziikithetjik.

Definicié: Az E euklideszi térben az E = {ej,ey...e,} C E rendszer
ortonormdlt bdzis, ha bazis, és Vk,l € {1,2...n} esetén

1, hak=1,
e e =
U700, hak £l



Megmutathato, hogy minden euklideszi térben létezik ortonormalt béazis.
A haromdimenzids térben harom, egymasra paronként meréleges egységvek-
tor ortonormalt bazist alkot. Ha E ortonormélt bézis, melyben két tetszs-
leges vektor koordinatai [a]¥ = [a1,a2...a,]7, [b]¥ = [bx] € R, akkor a
skalaris szorzas linearitasat felhasznalva konnyen igazolhato, hogy

n
a-b=ayb; +asby+ -+ apb, = Zakbk.
k=1

Ez az alak sokszor felhasznalhaté ismeretlen szog kiszamolasara is.

Feladat: Hatarozzuk meg a C Hy (metan) molekulaban a H — C — H kotési
szoget!

Megoldas: Ismeretes, hogy a metan molekula tetraéderes szerkezett, azaz
a szénatom egy szabéalyos tetraéder kozéppontjaban, mig a hidrogénatomok
a csticsokban helyezkednek el. Helyezziik el a szabélyos tetraédert a2l abran
lathatoé modon egy (£1, 41, £1) csiesi kockaban!

2. abra. A szabalyos tetraéder elhelyezése a kockaban.

A szénatom az O pontban van, mig a hidrogénatomok az A, B, C' és D
pontokban helyezkednek el. Az abrarol jol lathatod, hogy

[ +1 11 -1
OA=|-1|, oB=|-1|, oc=|+1|, oD=|+1],
+1 —1 +1 -1

igy a keresett H — C' — H kotési szog:

e
AOBA = arccos ( o4 O? ) = arccos <_1+31_1) =109,47°.

040D



1.2.2. Vektorialis szorzas

Az E3 haromdimenzios euklideszi térben bevezethets egy masik fontos szor-
zas, a vektoridlis szorzds, amely a forgdmozgas leirasanal, valamint a még-
neses kolcsonhatas leirasanél igen jol hasznalhato.

Definici6é: A haromdimenzios euklideszi térben az a és b vektorok wek-
toridlis szorzata a kovetkezs tulajdonsigokkal egyértelmiien meghatarozott
c = a x b vektor:

e c merdleges a-ra és b-re;

e c hossza megegyezik az a és b vektorok altal kifeszitett paralelogramma
teriiletével, azaz

lc| = |a]|b|sin, ahol v az a és b kozti szog,
e az (a, b, c) vektorok jobbsodrasu rendszert alkotnak.

A definicio alapjan kozvetleniil ellendrizhetd, hogy ha i,j,k € E3 egy
jobbsodrast ortonormalt bézis, akkor
ixi=jxj=kxk=0, ixj=—-jxi=k,
ixk=-kxj=i, kxi=-ixk=]j.

Az is megmutathaté, hogy a vektorialis szorzas minkét valtozdjaban lineéris
és antikommutativ, azaz Va,b,c € E3 és Va, 8 € R esetén

axb=-bxa, (ea+ Bb) x c = afa x c) + (b x c).

A fenti tulajdonsagok felhasznalasaval belathato, hogy a vektorialis szor-
zés az E = {i,]j,k} ortonormalt bazisban vett koordinatékkal a kovetkezd-
képpen irhato:

Ay b, ayb, —a.by i j k
[a x b]E = |ay| X |by| = |aby —azb.|, axb=la, ay, a;l.
a, b, azby — ayb, by by b,

Ahogy hidrom dimenziéban szokas, a koordinatakat szamok helyett bettikkel
indexeltiik. Az utols6 alakban a két vonal a determindnst jeloli.

A vektorialis szorzés segitségével konnyen szamolhatunk példaul teriile-
tet.

Feladat: Hatarozzuk meg az A(1,—2,0), B(2,4,3) és C(4,0,5) pontok altal
meghatérozott haromszog teriiletét!



Megoldas: A haromszog T teriilete fele az xﬁ és @ vektorok altal kife-
szitett paralelogramma teriiletének, tehéat:

1 3 6-5—3-2

AB x AC| 1 1

T:’QX’:2 6| x [2]|=3||3-3-1-5]| =
3| |5 1-2-6-3

1
= 5\/242 +42 4+ (—16)2 = 21/53.

1.2.3. Vegyes szorzas

A skalaris és vektorialis szorzésbol felépithetiink egy hdromvéltozos miivele-
tet, amely harom vektorhoz rendel egy szamot.

Definici6: A haromdimenziés euklideszi térben az a, b és ¢ vektorok vegyes
szorzata:
(a,b,c) =a- (b x c).

Konnyen igazolhato, hogy az (a, b, c) vegyes szorzat abszolatértéke meg-
egyezik a harom vektor altal kifeszitett paralelepipedon térfogatéaval, és a
vegyes szorzat pontosan akkor pozitiv, ha az a, b, ¢ vektorok jobbsodra-
su rendszert alkotnak, pontosan akkor negativ, ha balsodrésit, és pontosan
akkor nulla, ha a harom vektor egy sikba esik.

A skalaris és vektorialis szorzas tulajdonsagainak felhasznalasaval a ko-
vetkezG Osszefiiggések is egyszertien igazolhatok:

(a,b,c)=a-(bxc)=(axb)-c,
(a,b,c) = (b,c,a) = (c,a,b) = —(c,b,a) = —(b,a,c) = —(a,c,b).

Tehét a tényezdk ciklikus permutacidja nem valtoztatja meg a vegyes szor-
zatot, de két tényez6 felcserélésével a szorzat eljelet valt.
Megemlitjiik még, hogy a vegyes szorzatot a

azy Gy G
(a,b,c): by by b.|,

Cx Cy C
determinéns adja meg, ahol a sorokban a vektorok egy ortonormélt bazisban
vett koordinéatai allnak.

1.3. Vektorok ,fizikus nyelven”

A fizikusok szamara a vektor fogalma sokszor ahhoz kotédik, hogy miként
valtoznak meg a vektor komponensei koordinata-rendszer valtaskor. A mé-
réberendezések altaldban egy-egy szamot mérnek, ami lehet példaul egy



vektor adott irdnyt komponense. Magéat a vektort tigy lehet ,megmérni”,
hogy megmeérjiik hairom meréleges iranyban a komponenseit. Persze nagyon
sokféleképpen kivalaszthatjuk azt a rendszert (ortonormaélt béazist), amiben
megmérjik a komponenseket. Akkor mondhatjuk egy mennyiségre, hogy
nem csupan szamharmas, hanem valéban vektor, ha a kiillénb6z6 koordinata-
rendszerekben (bazisokban) mért komponensek értékei kozott meghatéarozott
kapcsolat van. Ezt a kapcsolatot vizsgaljuk meg részletesebben a koordinata-
rendszer forgatasakor és tiikrézésekor.

1.3.1. Transzformacié forgataskor

Tekintstink a haromdimenziés euklideszi térben egy v vektort, melynek kom-
ponensei a K koordinata-rendszerben (ortonormalt bézisban): [v]X = [vg, vy, v.].
Legyen a K’ koordinata-rendszer (ortonormalt bazis) a K-nak a z-tengely
koriili ¢ szogi elforgatottja pozitiv iranyban, és jelolje v komponenseit a K’

béazisban a [v]& = [v/,v) v}] szamharmas.

xr Yyr Yz
y; K) y K y K
//\/{/y ) v Vy v
_ \
) b
v’y Vy /V
¢ X’
Vi
\
\ »
q) Vy X _q) Vy Ve X
a) b)

3. abra. A v vektor komponenseinek transzformécidja a) a koordinata-
rendszer ¢ szogd elforgatasakor; b) a vektor —¢ szogi elforgatasakor. (A
z-tengely helyben marad.)

A .a abrarol leolvashaté a v vektor K és K’-beli koordinatéi kozti kap-
csolat:

V!, = vy cOS ¢ + vy sin @,
;: — Uy Sin ¢ + vy cos ¢,
v, = v,.

Ugyanakkor az is lathato b abra), hogy az elforgatott koordinata-rendszerben
a vektor komponensei megegyeznek az ellenkezd iranyban elforgatott vektor
komponenseivel az eredeti koordinata-rendszerben. Altalanosan, ha O valmi-
lyen (origén atmend tengely koriili) forgatast jelol, O~! pedig ennek inverze,
akkor

v]oF = [0~ 'v)*,

10



és az is egyszertien lathato, hogy a forgatasok minden vektorokkal végezhetd
miivelettel felcserélhetGek, azaz tetszdleges O forgatasra, A szamra és a, b,
c vektorra teljesiil, hogy:

AOa = O()a), Oa+0Ob=0(a+b), Oa-Ob=a-b,
Oax Ob=0(axb), (0Oa,Ob,Oc)= (a,b,c).

A legutolso kifejezés egyben azt is jelenti, hogy a forgatdsok megtartjak egy

RS

1.3.2. Transzformaci6 tiikrozéskor

Most a stkra valé tiikrozéssel szemben vizsgaljuk meg a vektorok viselkedését.
Tetsz6leges tiikkrozésre igaz, hogy kétszer alkalmazva az identitast kapjuk,
tehat minden tiikrézés inverze énmaga. FEzt réviden tgy mondjuk, hogy a
tiikrozések involutiv transzformaciok.

Legyen T, az y-z sikra val6 tiikrozés transzformacioja. A {4 abra mu-
tatja a K koordinata-rendszer illetve a v vektor transzforméciojat a Ty,
tiikrézéskor.

KN K I\ K
y'=y
yz

a) b)

4. abra. A v vektor komponenseinek transzformacioja a) a koordinata-
rendszer tiikrozésekor; b) a vektor tiikkrozésekor. (A z-tengely helyben ma-
rad.)

K/

K=

Lathato, hogy a [v] = [v], 2!, v.] jelolésekkel:

Vg, Uy, U] € [V] Yo Vs

r r /
UV, = —VUg, Uy = Uy, v,

v = v,.

Tetszoleges T tiikrozésre és v (ugynevezett poldris) vektorra igaz, hogy:
T = [V = (1)K, (5)

(Késébb pontosan elmagyarazzuk a ,polaris” jelzo jelentését.) Az is konnyen
lathato, hogy

ATa=T()\a), Ta+Tb=T(a+Db), Ta-Tb=a-b.
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Azonban a vektorialis szorzas és a vegyes szorzas igen furcsan viselkedik a
tiikrozéssel szemben:

TaxTb=—-T(axb), (Ta,Tb,Tc) = —(a, b, c),

tehat megjelenik egy megativ eldjel is! Ez az el6jelvaltas abbol fakad, hogy
hérom dimenzidban a sikra valo tiikrozés sodrasvaltod transzformacio. A jobb
keziink tiikorképe a bal keziink, ami mozgatéasokkal (eltolasokkal, forgatasok-
kal) nem vihets at a jobb kézbe.

Ez az elGjelvaltds egyben azt is jelenti, hogy ha a és b ,normélisan
transzformalodos” vektorok, azaz [a]T® = [Ta]X ¢s [b]TK = [Tb]X, akkor
a ¢ = a X b vektor ,kiilonleges médon transzforméloédik”, nevezetesen

[e]™ = —[Tc]". (6)

1.3.3. Polaris- és axialvektorok

Aszerint, hogy egy vektor hogyan viselkedik a tiikrozéssel szemben, megkii-
lonboztetiink poldris- és axidlvektorokat (pszeudovektorokat).

Definici6: A T tiikrozés soran koordinataikat az Osszefliggés szerint val-
toztatd v vektorokat poldris vektoroknak, mig a koordinataikat a @ Ossze-
fliggés szerint valtoztatd ¢ vektorokat azidlvektoroknak nevezziik.

Az axialvektorokkal végzett vektoriélis szorzasra a kdvetkezd szabalyok
igazak:

poléris x poléris = axial, poléris x axial = polaris,

axial x polaris = polaris, axial x axial = axial.

Megjegyezziik, hogy hasonlé6 médon a skalarokat is két csoportba oszt-
hatjuk aszerint, hogy a koordinata-rendszer tiikrozésekor elGjelet valtanak-e
vagy nem. Harom polaris vektor vegyes szorzata tgynevezett pszeudoskaldr,
ami a koordinata-rendszer tiikrozésekor elGjelet valt.

A fizikdban a leggyakrabban a forgomozgassal és a magnességgel kapcso-
latos teriileten talalkozunk vektoridlis szorzassal és axialvektorokkal.

Példaul egy w szogsebességgel forgod test r pontjanak keriileti sebessége:

V=wXr,

ahol r és v polaris vektor, mig w axialvektor. (A szogsebességvektor jelen-
tését részletesebben is targyaljuk a kovetkezs fejezetben.) Ezt jol illusztralja
az Bl abra.

A B indukciéju magneses térben v sebességgel halado @) torlésre hatd
ers:

F=0Qv xB,

ahol F és v polaris vektor, és ezért B axialvektor. Ezt figyelhetjiik meg
al6l abran.
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5. dbra. Az autd v sebességvektora polaris vektor, mig a forgd kerék w szog-
sebességvektora axidlvektor.

6. Abra. Az I koraram altal keltett B mégneses indukcié axialvektor.

2. Forgomozgas

Ha rogzitett tengely kortili forgasokat vizsgalunk, a forgémozgast leird mennyi-
ségek (forgatonyomaték, szogelfordulas, szogsebesség, impulzusmomentum)
vektorialis jellege ,elsikkad”, mert ezek a vektorok altalaban (de nem mindig!)
egy rogzitett irdnyba, a tengely iranyaba mutatnak, ezért elég csak a nagysa-
gukkal szamolni. Ebben a fejezetben kisérletekkel és szdmolasi feladatokkal
illusztraljuk ezen mennyiségek vektor jellegét.

Az el6z6 fejezetben a vektorokat vastag szedéssel, hosszukat (nagységu-
kat) | - | abszolutérték-jellel jeloltiik. Mostantol egy v, r vektor nagysagat
egyszerten v-vel, r-el jeldljik, tehat v = |v|, r = |r|, stb.

2.1. Forgas leirasa vektorokkal

Altalaban egy euklideszi térben azokat a transzforméaciokat nevezziik forga-
tasoknak, amelyek az origot helyben hagyjak, a tavolsagokat (és igy a szoge-
ket is) megdrzik, és az orientaciot (azaz egy ortonormalt bazis sodraséat) sem
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valtoztatjak meg. Belathato (de szemlélet alapjan is nyilvanvald), hogy a ha-
romdimenziés euklideszi térben minden forgatés egy origéon atmend egyenest,
a forgatas tengelyét pontonként helyben hagyja, a tengelyre merdleges siko-
kat onmagukba viszi, és minden ilyen sikban a forgatis ugyanazzal a szdggel
jellemezhets. Tehét egy forgatéast két adattal adhatunk meg; a forgéstengely
allaséval és a forgatés szogével. Ezt a két adatot konnyen egyesithetjiik egy
vektorra.

Definici6: Az a szdgelfordulds-vektor azt a forgatast irja le a hAromdimenzi-
0s euklideszi térben, amelynek tengelye az origon atmend, a-val parhuzamos
egyenes, forgasszoge pedig o = |a|. Az a vektor végpontja fell nézve a for-
gassikra a forgatéas iranya pozitiv (az 6ramutato jarasaval ellentétes) irany.

Erdekes, hogy szogelfordulas esetén a vektorok Gsszeadasanak nincs koz-
vetlen geometriai jelentése. Altalaban egymas utan végzett forgatésok nem
cserélhetdk fel egymassal. Azonban (infinitezimalisan) kis szogii forgatasok
mér felcserélhetGek egymassal, és ilyenkor két forgatés (tetszoleges sorrend-

ben vett) kompoziciojat a szogelfordulas-vektorok Gsszege irja le.
A szogelfordulas-vektornal fontosabb szamunkra a szdgsebességuektor.

Definicio: Az w szdgsebességuektor egy merev test a szogelfordulés-vekto-
ranak valtozasi sebessége, azaz

w=do o
Todt T At

Az w vektor a pillanatnyi forgastengellyel parhuzamos, és nagysaga meg-
adja a test idGegységre jutoé elfordulési szogét. Rogzitett tengely koriili forgas
esetén mind a szdgelfordulds, mind a szdgsebesség parhuzamos a tengellyel.

Az origo korill w szogsebességgel forg6 merev test r pontjanak v(r) ke-
rileti sebessége konnyen kifejezhets a vektoridlis szorzés segitségével:

v(r) =w xr. (7)

Minthogy v és r polaris vektor, a képletbdl az is latszik, hogy a szogsebesség
(és igy a szogelfordulés is) axialvektor.

A perdiilet vagy impulzusmomentum az impulzussal (lendiilettel) analog
mennyiség a forgdbmozgasban.

Definicio: Az r helyen v sebességgel haladé m tomegi tomegpont N per-
diilete vagy impulzusmomentuma az origbéra vonatkoztatva:

N =r x (mv).

Osszetett rendszer impulzusmomentuma az alkotéelemek impulzusmomen-
tumanak Osszege. Igy a egyenlet felhasznaldséval, egy w szogsebességgel
forgé {m;} tomegpontrendszer impulzusmomentuma:

N = Zri X (mijw X ;). (8)
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Tekintsiink egy origon athalado ¢ tengely koriil w szogsebességgel forgd
pontrendszert (merev testet), és jeldlje p; az i-edik tomegpont tavolsagat a
t tengelytsl. A fenti osszefiiggésbdl adodik, hogy forgd rendszer (merev
test) impulzusmomentumanak N; tengely iranya komponense:

Ny = Ouw, ahol O; = Z mipg
i

a test (vagy pontrendszer) ¢ tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyoma-
téka. Ezt az Osszeget kiilonbo6zs alaka testekre ki lehet szémolni, illetve
tablazatbol ki lehet keresni.

Ha a forgo test tomegeloszlasa tiikorszimmetrikus a ¢ tengelyre vagy egy
t-re merdleges sikra, akkor az N impulzusmomentum vektora tengely iranyt,
igy a vektorialis mennyiségekre is érvényes az N = Ouw Osszefiiggés. Azon-
ban fontos, hogy altalaban N és w nem pdrhuzamosak; erre konkrét példat
is mutatunk késébb, a[20] oldalon levé feladatban.

Egy masik igen fontos mennyiség a forgatonyomaték, amely szintén a
vektorialis szorzas segitségével definidlhato.

Definicié: Az r helyvektorral jellemzett pontban tamadé F er6 M forgato-
nyomatéka az origbra vonatkoztatva:

M=rxF. (9)

A forgatonyomaték tehat axidlvektor. Jeldlje « az F erd és az r vektor
szogét! Lathato, hogy a forgatényomaték nagysiga a jol ismert M = kF
kifejezés, ahol k = rsin« az erdkar (az eré hatasvonaldnak az origotol meért
tavolsaga), a forgatonyomaték iranya pedig meréleges a forgatas sikjara.

Newton maéasodik térvényébdl levezethets a forgomozgds alapegyenlete,
amely szerint egy rendszerre (pontrendszerre vagy merev testre) hato kiilsé
forgatonyomatékok M ereddje megegyezik a rendszer N impulzusmomentu-
ménak valtozasi sebességével:

dN

M= (10)

Ha egy merev test forgasa egy rogzitett ¢ szimmetriatengely koriil torté-
nik, akkor w mellett N és M is tengely irany, és a egyenlet a korabbi
képletek felhasznalaséaval jol ismert M = @t% egyenlGségre egyszertisodik.
Azonban altalaban M és N nem azonos irdanyiak; erre is kés6bb latunk
példat.

2.2. Perdiiletmegmaradas

A forgémozgas alapegyenletének specialis eseteként megkaphatd a perdiilet-
megmaradds térvénye: ha egy testre vagy pontrendszerre nem hat kiilsé
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forgatonyomaték, akkor a rendszer impulzusmomentuma nem valtozik. A
megmaradasi tétel komponensenként is érvényes; ha példéul a rendszerre
hato kiils6 forgatonyomaték z komponense nulla, akkor a perdiilet z kompo-
nense megmarad. Ezt illusztraljak a kévetkezs forgozsdmolyos kisérletek.

A kisérletek az http://fizipedia.bme.hu honlapon videofelvételen is
megtekinthet&ek, Hartlein Kdroly bemutatasaban.

Kisérlet:|  Forgozsamolyon iil§ személyt kinytjtott labbal és kiterjesztett
karral, kezében sdlyzoval hozzunk forgasba. A személy fliiggSleges tengely-
re szamitott tehetetlenségi nyomatékanak valtoztatéséaval, kezének, labdnak
behuzasaval valtoztathatja szogsebességét.” [1]

Magyarazat: A rendszerre nem hat kiilsé forgatonyomaték, igy a fliggsleges
irdnyd, N = Ow nagysigi impulzusmomentum megmarad. A Forgdzsdmo-
lyon iil6 személy a stulyok és labai behizaséval © tehetetlenségi nyomatékat
csOkkenti, ezért forgasdnak w szogsebessége megnd. A labak és a stlyok
kiterjesztésével © nd, w csokken.

Kisérlet:| ,A nyugvd forgdzsamolyon ilS kisérletezd nyugvo biciklikereket
tart, amelyet tengelyénél fogva atfordit. Ennek semmi hatéasa sincs. For-
gassuk meg a kereket, és most igy végezziik el az el6bbi kisérletet. Mihelyt
a kezdeti vizszintes helyzetbdl kimozdul a kerék tengelye, forgésba jon a
zsdmoly. Figyeljiik meg, hogy ha ellentétes iranyba forditjuk a biciklikerék
tengelyét, a zsdmoly is ellenkez§ iranyban kezd el forogni. Végiil ha az ere-
deti, vizszintes allapotba forditjuk a tengelyt, a zsamoly nyugalomba keriil.”

2l

Magyarazat: A rendszer perdiiletének fiiggsleges komponense megmarad.
A forgo kerék perdiilete kezdetben vizszintes iranyt, de a forgd kerék ten-
gelyének elforgatasaval a perdiilet vektorat is fligg6legesre allitjuk. Ezt a
fliggbleges perdiiletet kompenzalja a zsamoly ellentétes irdnyu forgésa.

Kisérlet:| ,Nyugvo forgdzsamolyon iil§ kisérletez6 mozdulatlan biciklikere-
ket tart a kezében. Forgasba hozhatd a zsdmoly oly médon, hogy a biciklike-
reket fliggSlegesen tartott tengellyel forgasba hozzuk. Figyeljik meg, hogy
a kerék forgasiranya hatérozza meg a zsdmoly forgasiranyéat, amely éppen
ellentétes lesz a biciklikerék forgési iranyaval.” [3]

Magyarazat: A rendszer perdiiletének fligg6leges komponense kezdetben
és mindvégig zérus. A forgd kerék impulzusmomentumét kompenzalja az
ellentétes iranyban forgd zsamoly.

Kisérlet:| ,A zsdamolyon iil6 kisérletezének adjunk egy fligg6leges tengelyt
forgo kereket, ezzel perdiiletet adunk a rendszernek. Kiils§ forgatéonyomaték
nélkiil ez megmarad. Ha a kerék forgasat a zsamolyon iil6 személy lefékezi,
a forgozsamoly forgasba jon.” [4]
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Magyarazat: Ez a jelenség is a fligg6leges iranyt perdiilet megmaradasaval
magyarazhato.

2.3. Perdiiletvaltozas

Most olyan rendszereket vizsgalunk, amelyekre kiils6 forgatonyomaték hat,
és ezért perdiiletiik megvaltozik. Emlékezziink, hogy a forgémozgas alap-

egyenlete
dN
M=— 11
= (1)
ahol M a rendszerre hato kiilss (ereds) forgatonyomaték, N pedig a rendszer
perdiilete.

Kisérlet:| ,Ha a nem forg6 biciklikereket a tengelyének végénél fogva fel-
fliggesztjik, akkor a lengések lecsillapodésa uténi helyzeten nincs mit cso-
dalkozni. Ismételjiik meg a kisérletet forgd biciklikerékkel! Ekkor megleps
latvanyban lesz résziink, a biciklikerék precesszélni kezd a fiiggsleges tengely
koriil. A biciklikerék perdiiletvektorara merdleges forgatonyomaték csak a
perdiilet iranyat valtoztatja meg — ez eredményezi a precesszios forgast. For-
gassuk meg a biciklikereket ellenkezd irdanyba, a precesszié iranya is ellenke-
z6re valt.” [5]

Magyarazat: A jelenéség megértéséhez alapvets fontossagu, hogy a perdii-
letet valamint a forgatonyomatékot vektorként kezeljiik! A forgéd biciklikerék
perdiilete tengely iranyd. Az aszimmetrikus felfliggesztés miatt a kerékre
hato6 forgatonyomaték vizszintes sikban fekszik, és irdnya merdleges a bicik-
likerék forgastengelyére. A forgomozgas (11) alapegyenlete értelmében kis
id6 alatt a perdiilet vektor a forgatonyomaték iranyaba valtozik, ami azt je-
lenti, hogy a forgd kerék tengelye vizszintes sikban elfordul. Persze, ekkor a
forgatényomaték is kicsit més iranyi lesz; tGjra a vizszintes sikban meréleges
a kerék tengelyére.

A jelenség hasonlo ahhoz, hogy a farol kezdGsebesség nélkiil leesg alma
fliggbleges palyan mozog, mig a nagy kezdd@sebességgel rendelkez6 Hold kor-
pélyan haladva gyorsul folyamatosan a Fold felé. A sebességnek az impul-
zusmomentum, a Fold gravitaciés vonzoerejének pedig a forgatéonyomaték
felel meg.

Az el6z6 kisérletben megfigyelt precesszio szogsebességét — bizonyos el-
hanyagolasok mellett — kdnnyen ki is szdmolhatjuk!

Feladat: Hatarozzuk meg az w szogsebességgel gyorsan forgd szimmetrikus
porgetty precesszidjanak € szogsebességét! A porgettyii tomege m, szim-
metriatengelyére vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatéka ©, a tomegkozép-
pont és az aldtdmasztasi pont tavolsiga [, a szimmetriatengely a fiigg6legessel
« szoget zéar be (|7} dbra).
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7. abra. A gyorsan forgd, precesszald szimmetrikus porgetty.

Megoldas: A gyorsan forgo, szimmetrikus porgettyid N = Ouw perdiilete
mindenkor a porgettyii tengelyének iranyaba mutat, és egy « félnyilasszogi
kap mentén ) szogsebességgel forog. A perdiiletvaltozas nagysaga megegye-
zik a forgd N vektor végpontjanak sebességével:

‘dN = QOwsin a.
de¢

Masrészt, a porgettytire hatd forgatonyomaték: M = mglsina. A két kife-
jezés egyenlGségébdl a precesszid szogsebességére

mgl
2= BOw
adodik.
A megoldas soran feltételeztiik, hogy « allando, valamint w >> €), ezért
a precessziobol adddo impulzusmomentum elhanyagolhato. |

Az el6z6ekbdl lathato, hogy gyorsan forgd, jelents perdiilettel rendel-
kez6 kerék tengelyének elforgatasahoz nem az allo kerék esetén megszokott
forgatonyomatékot kell kifejteniink a kerékre, hanem meglepd modon arra
merdlegeset. Ezt illusztralja a kovetkezd kisérlet, amit legjobb, ha magunk
is elvégziink, hiszen csak igy érezhetjiik a kerékre kifejtett forgatonyomaté-
kot.

Kisérlet:| , Egy nyugvo biciklikerék tengelye nagyon kénnyen atfordithato, a
mindennapi tapasztalatunknak megfelelGen. A forgé biciklikerék atfordita-
sahoz sokkal nagyobb, és mas irdnyi nyomatékra van sziikség. A keziinkkel a
kerék perdiiletének irdnyét kell valtoztatnunk, az ehhez sziikséges nyomaték
merdleges a tengelyre és fliggbleges siki. Tehat az egyik keziinkkel magunk
felé kell htznunk, mig a masikkal el kell tolnunk a tengely végeit.” [0]

A porgettytimozgassal, precesszidéval kapcsolatos még a kovetkezs kisér-
let.
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Kisérlet:| A kisérletiink {GszereplGje egy porgettytd. Vizsgiljuk meg hogyan
viselkedik forgas nélkiil, mint fizikai inga. Az alatamasztéisi pont és a tomeg-
kozéppont tavolsaga konnyen allithato. ElGszor helyezkedjen el a tomegko-
zéppont az aldtdmasztasi pont alatt. Jegyezziik meg ennél a tavolsagnal az
inga periodusidejét! Csokkentve a tavolsagot novekszik a periddusids. Csok-
kentsiik még tovabb a tévolsagot, a periddusidg tovabb novekszik! Ezutan
allitsuk be az eszkoziinket gy, hogy a tomegkdzéppont magasabban legyen
mint az aldtdmasztasi pont, ekkor az eszkoz led6lne a tartéjarol, instabilla
valt. Keressiik meg azt a helyzetet amikor egybeesik az alatdmasztési és a
tomegkozéppont! Most k6zombos helyzetii az eszkoziink. Ismételjiik meg
kisérleteinket, de most forgd porgettytivel! Az eszkoziink lengések helyett
precesszalé mozgast végez. Most ennek a szogsebességét jegyezzilk meg.
Emelve a tomegkozépponton, azt tapasztaljuk, hogy lassul a precesszi6 szog-
sebessége. Figyeljiilk meg, hogy mindkét esetben a tengely vége, feliilrél
figyelve az 6ramutatd jaraséval ellentétes mozgast végez. Emeljiik tovabb
a tomegkozéppontot, tovabb lassul a precesszié szogsebessége. Emeljiik a
tomegkozéppontot gy, hogy legyen instabil az eszkozlink! Ekkor nem dél
le, hanem ellentétes irdnyd precesszidval valaszol. Végiil keressiilk meg a
kézombos helyzetet. Ekkor az erémentes porgettytink tengelye tetszéleges
helyzetbe allitva nyugalomban marad. Ezt a beallitast nem is olyan egysze-
rii elérni!” [7]

2.4. Szabad tengelyek

Erdekes jelenség, hogy aszimmetrikus testek bizonyos tengelyek koriil ,,job-
ban szeretnek forogni”, mint més tengelyek koriil. Ez pontosan azt jelen-
ti, hogy akirmilyen szabalytalan tomegeloszlasi test esetében is mindig va-
laszthaté harom egymasra paronként merdleges, tigynevezett szabad tengely,
amely koriil szabadon (tehat kiils§ forgatonyomaték nélkiil) foroghat a test.
Legyen e harom tengelyhez tartoz6 harom tehetetlenségi nyomaték nagysag-
rendben ©, < 6, < 0,! Megmutathat6, hogy ekkor az y tengely koériil a
szabad forgas, bar lehetséges, instabil, mig a masik két tengely koriili forgas
stabil, valamint a forgas a ,legstabilabb” a legnagyobb tehetetlenségi nyoma-
tékhoz tartozé z tengely koriil. Ezt a jelenséget mutatja be a silytalanséig
allapotaban készitett [10] video.

Foldi kortilmények kozott a kovetkezs kisérletek alkalmasak a jelenség
demonstréilasara.

Kisérlet:| ,Egy egyik végén felfliggesztett hosszukas fahasabot forgassunk
meg a hozza kapcsolt vastag fémhuzal segitségével. Kezdetben a hosszabbik
oldalaval parhuzamos tengely koriil fog forgast végezni. Jelentésen megnd-
velve a fordulatszamot, megvaltoztatja a fahasab a forgéasi tengelyét és a
maximalis tehetetlenségi nyomatékot ado tengely koriil fog forogni.” [8]

Magyarazat: Magas fordulatszamnal a forgas konnyebben ,atbillen” a leg-
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stabilabb szabad tengely kortili forgasba, amelyhez a legnagyobb tehetetlen-
ségi nyomaték tartozik.

Kisérlet:| A kisérletiink fGszereplGje egy biciklilanc, amelyet kénnyedén
meg tudunk forgatni a hozza kapcsolt vastag fémhuzal segitségével. Meg-
porgetve a lancot a lancszemek egyre nagyobb sugard palyéara keriilnek. A
fordulatszam novelésével lanc megemelkedik és kifesziil, szabalyos koralakot
formélva a forgastengelyre meréleges sikban.” [9]

Magyarazat: A biciklilanc nem merev test, igy ez a kisérlet nem pontosan
ugyanazt a jelenséget demonstralja, mint az el6z6 kisérlet. Azonban itt is
megfigyelhet, hogy magas fordulatszdmnél a lanc olyan helyzetben forog
stabilan, amelyben a legnagyobb a tehetetlenségi nyomatéka.

Meglepd, hogy egy szabélytalan alakt test a harom szabad tengely kivé-
telével nem képes mas tengely koriil szabad, szabalyos forgast végezni. Mas-
ként fogalmazva, egy nem szabad tengely koriili 4llando forgés fenntartdsahoz
folyamatosan (valtozo iranyu) forgatonyomatékot kell kifejteni a tengelyen
keresztiil a forgd testre. Ezért nagyon fontos, hogy nagy sebességgel forgd
alkatrészek pontosan a szimmetriatengelyiik (egyik szabad tengelyiik) men-
tén legyenek tengelyezve. A kévetkezd feladatban azt szamoljuk ki, hogy egy
ferdén tengelyezett forgd tarcsa mekkora tigynevezett devidcids nyomatékot
fejt ki a tengelyre.

Feladat: Mekkora forgatonyomatékkal terheli az w szogsebességgel forgo
fliggtleges tengelyt a [8l abran lathato, ferdén felszerelt tomor, homogén, m
tOomegi, R sugaru tarcsa? JelOlje a tarcsa sikjanak a vizszintessel bezart
sz0gét a!

8. abra. A forg6 tengelyre ferdén felszerelt tarcsa.

Megoldas: A feladat megoldasahoz azt kell tudni, hogy nem szabad tengely
koriili forgas esetén a kovetkez6 modon lehet meghatarozni az w szdgsebes-
ségbdl az N perdiiletvektort. A szogsebességet elGszor felbontjuk a harom
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szabad tengely irdnydba mutaté komponensre: w = w,i+ wyj +w.j. Ezutin
minden komponenst megszorzunk az adott szabad tengely koriili tehetetlen-
ségi nyomatékkal, végiil a kapott vektorokat Osszeadjuk, tehat:

N = O,w;i + Oyw,j + O .w k.

Esetiinkben a tarcsa egyik szabad tengelye, jeloljiik ezt z-vel, a téarcsa
sfkjara mergleges, és igy w, = wcosa, O, = %mRQ. A masik két szabad
tengelyt helyezziik el tgy a tarcsa sikjaban, hogy w, = 0 teljesiiljon, ahogy
a[8l abran lathat6. Ekkor w, = —wsina és 0, = O, = imRQ.

Lathato, hogy a perdiilet fligg6leges irdnyd komponense nem véltozik,
azonban a vizszintes iranya N, komponens a testtel egyiitt w szogsebességgel
forog, és nagysaga:

Rw

Ny = O wycosa+ O,w, sina = sin(2«).

Igy a tengelyt terhels forgatonyomaték nagysaga:

dN mR2w?
rral Nyw = 3 sin(2«).

v

Lathato, hogy a = 0° és a = 90° esetén a tarcsa nem terheli a tengelyt. W
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