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1. Merev testek egyensitlya

A minket koriilvevd vilagban nagyon sok olyan kiterjedt szilard testtel talalkozunk, melyek
alakja a kiilsé koriilményektol fliggetlentil gyakorlatilag valtozatlan marad. Ezt matematikailag
ugy fogalmazhatjuk meg, hogy a test két tetszbleges pontjanak a tdvolsaga alland6 marad. Szi-
gordan véve ilyen test nincs, még a legkeményebb anyagok mint pl. a gyémant is deformdalédnak
kiils6 er0k hatdsdra, ezek a deforméciok azonban sokszor elegendéen kicsik ahhoz, hogy elte-
kinthesstink toliikk. Miiszaki szempontbdl az, hogy mikor ,elegendéen kicsi” a deformaécié attol
is fligg, hogy milyen feladatot szeretnénk megoldani: egy hid elemei ,,merev testnek” tekint-
het6ek pedig a kozlekedés miatt igen nagy, centiméteres deformaciok, is kialakulhatnak rajtuk.
Egy elektronmikroszkop vagy holografia laborban azonban mar a miiszerek aldtamasztasanak
néhany mikrométeres torzulasa is problémaés lehet.

Ezen az alkalmon idedlisnak tekintett merev testek statikdjaval fogunk foglalkozni, azaz
arra a kérdésre keressiik a valaszt, hogy egy test, vagy néhany test egylittes rendszere milyen
feltételek mellett lehet egyensulyban. Az egyensily egyik feltétele, hogy a testre hatd kiilsé
erévektorok Osszege (amit a kiils6 er6k ereddjének is neveziink) nulla legyen:

S F=0. (1)
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1. 4bra

Egy kiterjedt test esetén ez azonban nem elégséges feltétele az egyensilynak, hiszen ahogy
az 1. abran is latszik bar a kerékre haté erdk vektori osszege nulla, mégis tudjuk, a kerék el
fog fordulni, azaz nincs egyenstlyban. Merev testek esetén az egyensily mésik feltétele, hogy a
testre hato forgatényomatékok osszege is nulla kell legyen.

Egy forgastengelyre vonatkoztatott forgatonyomatékot a kévetkezé modon kell kiszamitani
(lasd 2. ébra):

e Fel kell venni egy ,,pozitiv’-nak tekintett forgasiranyt. Egy er6 forgatényomatéka pozitiv,
ha ebbe az irdnyba forgatnd a testet, negativ, ha ezzel ellentétesen.

e Meg kell hatarozni a kiils6 er6 hatasvonaldanak a forgastengelytol mért k tavolsagat, ezt a
kiils6 er6 erékarjanak nevezzik.

e A kiils6 erd forgastengelyre merdleges komponensét megszorozva az erckarral kapjuk az
erd tengelyre vonatkoztatott forgatényomatékat.

Egy test egyensilydnak feltétele tehat az is, hogy a kiils6 erék forgatényomatékai tetszoleges
forgastengelyre tiinjenek el.



2. 4bra

Mivel a megoldandé feladatok jelentOs részében a Fold gravitacids vonzasat is figyelembe
kell venniink, fontos megjegyezni, hogy a test minden pontjara haté homogén gravitécids erétér
forgatonyomaték szempontjabol igy kezelheté mintha a testre hatd eredd gravitacids erd a test
tomegkozéppontjaban hatna.

2. Feladatok

2.1. Kéttamaszu tartd

Tekintsiink egy a két végén alatamasztott m tomegli pallét. A pallé hossza legyen L. A
kérdésiink el6szor csupan annyi, hogy mekkora tartéerék ébrednek a két aldtamasztdsi pontnal.
Jelolje az egyik erdt F} a masikat Fs. A palléra hat tovabba a gravitacios erd, melynek eredd
nagysaga mg, és nyomaték szempontjabdl a pallé tomegkozéppontjaban haté erével helyet-
tesithetd.

mg

Az egyensuly feltétele egyrészt az erék ereddjének eltiinése,
Fi+F,—mg=0. (2)

A misik feltétel az ered forgatényomaték eltiinése. Ehhez ki kell valasztani egy tengelyt, legyen
ez pl. a baloldali alatamasztas. Ekkor a baloldali alatdmasztdsnal haté er6 nyomatéka nulla, a
masik két er6 nyomatékanak kell kiejtenie egymast,

L
FQL—mg§:0. (3)

A két egyenletet megoldva azt taldljuk, hogy

m
P = 79 , B="9 (4)
Fontos megjegyezni, hogy a nyomatéki egyenlet felirasanal szabadon valaszthattuk meg a

forgastengelyt. Vialaszthattunk volna mésképp is. Ha pl. a jobboldali alatdmasztasi pontra



irjuk fel a nyomatéki egyenletet, tigy az az alabbi alak,

L
—F L+ mgy = 0. (5)

Léathatoan az egyenlet mas alaki, mint az el6zOleg haszndalt nyomatéki egyenlet, azonban az
egyenletek megolddsai nem valtoztak.
2.2. Nem a végein alatamasztott kéttamaszua tarté

Tekintstik az el6z6 feladatot, de a jobboldali aldtamasztas ne a pallé végénél, hanem attdl d
tavolsigra legyen!

Fl \FZ

Az erék ereddjének eltiinése az el6z6 feladathoz hasonléan az aldbbi egyenletet szolgdltatja
nekiink,
Fi+F,—mg=0. (6)

A forgatonyomaték eltlinését irjuk fel ismét a baloldali alatamasztasi pontral

Fg(L—d)—mggzo. (1)

Ez utébbi egyenletbdl
L

Fy = mgm ) (8)

behelyettesitve az els6é egyenletbe,

Flzmg—ngmng/L_Q;l). 9)
Vizsgélva ezen egyenlet megoldasat, azt latjuk, hogy amennyiben d > L/2, 4gy F} < 0 azaz a
baloldali aldtdmasztasnal huizéerének kell fellépnie. Amennyiben a pallét nem csavarozzuk oda
az aldtamasztdsi ponthoz, gy az le fog billenni az aldtamasztésrol.

Ezt az eredményt altalanosabban is megfogalmazhatjuk: amennyiben egy sik feliiletre (pl.
asztalra) ugy helyeziink el egy kiterjedt testet, hogy a tomegkozéppontja nem nyulik til viz-
szintesen az aldtamasztasi pontokon, akkor egyensiilyban lehet anélkiil, hogy a feliilethez ra-
gasztanank. Amennyiben azonban a tomegkozéppont tillog az alatdmasztason, ugy le kell ra-
gasztani/csavarozni, hiszen az aldtdmasztott részen valahol biztosan fel kell 1épnie hiizéerének
ahhoz, hogy egyensilyban lehessen a test.

2.3. Lejton allé hasab

Egy « hajlasszogii lejtore egy négyzet alapd hasdb all. Az alap oldalai a hosszusdguiak, és az
egyik oldal parhuzamos a lejté iranyaval. Legfeljebb milyen h magassagu lehet a hasab, hogy
még ne doljon el? Legaldbb mekkora kell legyen a p tapadasi surlédasi egytlitthatd, hogy a hasib
ne csusszon meg?



Ennek a feladatnak a megoldasanal az el6z6 feladatban latott altalanos eredményt hasznéljuk,
azaz megvizsgaljuk, hogy a tomegkozéppont vizszintes irdnyban tilnytlik-e az aldtamasztason.
Ez a feltétel az alabbi egyenlGtlenséget szolgdltatja:

h a
— — 1
2tga<2, (0)

amibol annak a feltétele, hogy a hasab nem dél el,

a
h<—. (11)
tga
Meg kell még vizsgalnunk a hasab esetleges megcsuiszasat. Ehhez meghatarozzuk a hasabra
haté nyomo- és tapadasi surlédasi eréket. A hasdbra haté eredd er6 lejtore merdleges kompo-
nensének eltiinése az aldbbi egyenletet szolgaltatja,

T = mgcos(a) . (12)
A lejtével parhuzamos komponens eltiinése miatt
S = mgsin(a) . (13)

A tapadas feltétele pedig
e > S/T = tg(a) . (14)

Erdekes kérdés lehet, ha van egy &llithaté a hajlasszogl lejtonk amire ratessziik a h ma-
gassdgui hasabot, majd lassan elkezdjiik novelni a-t, akkor a hasdb lecsuszik a lejtérdl, vagy
eld6l? A megcesiszas anndl az o, szognél kovetkezik be, ahol tga.s = pp teljesiil. A felddlés
pedig anndl az oy szognél, ahol tgay = 7.

Ha acs < ag Ggy a hasab el6bb megcstszik ,mielétt felborulhatna”. Tehat amennyiben
pe < 3, Ggy lassan novelve a lejté hajldsszogét a hasab egy id6 utdn le fog csiszni a lejtérdl.
Forditott esetben a hasab elddl miel6tt megcsiiszna.

2.4. Harom ronkbdl allé farakas egyensilya

Héarom egyforma, henger alaku farénkbdl az dbran is lathatéd farakédst épitjik. A két alsé ronk
kozott maradt egy kicsiny hézag, igy ott se nyomd, se surlédési erdk nem 1épnek fel. A ronkok
kozotti tapadasi egylitthatd py, a vizszintes talaj és az alsé ronkok kozotti tapadasi sturlédasi
egyltthaté pedig ue, . A kérdés az, legaldbb mekkordk kell legyenek a surlédasi egyiitthatdk,
hogy a rakés ne guruljon szét?

A megoldéshoz el6szor rajzoljuk be az egyes ronkokre haté erdket! Mivel a ronkok egy-
formék, és az alsd ronkok kozotti hézag kicsiny, igy a merGlegesen elvagva a harom rénk



kozéppontja egy szabalyos haromszoget rajzol ki, azaz az dbran jelolt « sz6g 60°-o0s. Vigyaznunk
kell, hogy a ronkok kozotti tartd- és surlodasi erdk ellenerc-parjait is be kell rajzolni az abraba.
A kavarodés elkeriilése végett a hdrom ronkot hdarom kiilonbozé szinnel mutatjuk, az egyes
ronkokre haté erék pedig szintén a megfelel6 szinekkel vannak jelolve.

Az ilyen ,megcsuszik vagy nem?” tipusu feladatok megoldasat altalaban gy kezdjiik, hogy
feltessziik az egyik eshetGséget. Esetiinkben tegyiik fel, hogy a rakds nem csuiszik szét. Ha végiil
ez a feltételezés olyan tapadasi er6k megjelenését kovetelné meg, amik nagyobbak a tapadési
er6 maximuménal, gy a feltételezésiink téves volt, tehat a rakas megcsuszik.

A fels6 ronk egyensilya harom egyenletet szolgaltat nekiink:

e A ronkre haté ered§ eré fiiggbleges komponense zérus,

Ty sin(60°) + T7 sin(60°) + S cos(60°) 4 Sy cos(60°) = myg . (15)

e A ronkre haté eredd erd vizszintes komponense is zérus,

T} cos(60°) — T cos(60°) — Sy sin(60°) + S sin(60°) = 0 . (16)

e A ronkre haté eredd forgatonyomaték zérus. Ezt a ronk tomegkdzéppontjan dtmend ten-
gelyre érdemes felirni:
SiR—S5R=0. (17)

A harmadik egyenletb8l azonnal latjuk, hogy S; = Si, ezt behelyettesitve a mésodikba azt is
latjuk, hogy T1 = Th. Igy a fels6 ronk egyensilya az alabbi egyetlen egyenletté egyszeriisodik:

2T sin(60°) + 257 cos(60°) = myg . (18)

Ebbol azonnal azt nyerjiik, hogy
Sl :mg—Tl\/g. (19)

A folytatdsndl érdemes észrevenni, hogy a két als6 ronk most mar, tudva, hogy Ty =T és
S1 = 51, teljesen szimmetrikus a feladat szempontjabdl, egymassal ekvivalens egyenleteket kell
rajuk felirni. Tekintsiik a bal oldali ronkot:

e Az eredé erd fiigg6legesen zérus,

T\/§ mg—Tx/g
- 12 - 21 =myg . (20)

Ty — Ty sin(60°) — Sy cos(60°) = Th



e Az ered6 erd vizszintesen is zérus,

Ty _mgV3-—3T

Sy + T7 cos(60°) — Sy sin(60°) = Sy + 5 5

=0. (21)

e Az ered6 forgatényomaték zérus,

~S3R—S$1R=0. (22)

A legalsé egyenletbdl S = —S; = —mg + T1V3, a fels6bél Tr = %mg, ezeket a kozépsdbe
helyettesitve, az egyenletrendszer megoldésai:

m
no= 5
51 = mg (1 — \/§> s
2
3m
T2 = 2 g y
3
Sy = —mg (1 — {) . (23)
A rakds nem csuszik meg, ha
S
M>Lﬁ=—ﬁ:ww
Ty
9 _
112 >‘&L:—JE:Q%9 (24)
Ts 3

3. Statikailag tulhatarozott rendszerek

Az eddig latott feladatok mind olyanok voltak, hogy a vizsgalt testek egyensulya egyértelmiien
meghatdrozta az ismeretlen tarto és surlédasi eréket. Az ilyen elrendezéseket statikailag meg-
hatarozottnak nevezziik. Kénnyen ki tudunk azonban taldlni olyan elrendezéseket, ahol ez mar
nincs igy.

3.1. Falhoz tamasztott 1étra egyensiilya

Tekintstink egy m tomegli L hosszusagu létrat, amit a falhoz tamasztottunk gy, hogy a létra
a vizszinteshez képest a szbghben dél. Adjuk meg a létra alsé és felsd végénél hatéd tartd és
tapadasi erdket!

Az egyensulyi egyenletek a kovetkezok:

e A létrara haté vizszintes ered6 eré nulla, ebbél
Ty —S2=0. (25)
e A létrara haté fligg6leges eredé erd is nulla, ebbél

To+ S —mg=0. (26)



e A létrara haté eredd forgatényomaték nulla. frjuk fel ezt az also érintkezési ponton a&tmeno
tengelyre!

L
mgo cos(a) — S1Lcos(a) — T1 Lsin(a) =0 . (27)
Az els6 és masodik egyenletekbdl kifejezve Sa-t és Si-et, majd utébbit behelyettesitve a harma-

dik egyenletbe mindenkit ki tudunk fejezni pl. T} ismeretében, T1-et magat azonban mar nem
tudjuk meghatarozni,

Sl = % — T1 thé N
T, = % + T tga
Sy = Tj. (28)

Amit kaptunk nem meglepd: négy ismeretlen erénk volt, de csak harom fiiggetlen egyensulyi
egyenletiink. Fizikailag is érthet6 az er6k meghatarozatlansaga: ha pl. feliilrél elkezdenénk
kalapdlni a létrat lefelé, gy be tudnank fesziteni a fal és a talaj kozé: bar a létra tovabbra is
egyenstlyban lenne, de a végeken fellép6 erdk a befesziiléstol fliggben megvaltoznanak.

Ahhoz, hogy meg tudjuk ténylegesen hatarozni a végeken fellép6 erdket, tudnunk kell a
létraban ébredd bels6 fesziiltségeket, amik a létra torzuldsaival is kapcsolatba hozhatok. Ez
mutatja szamunkra a merev-test modell korlatait: az ilyen (din. statikailag tilhatdrozott) el-
rendezéseknél az er6k meghatarozasahoz figyelembe kell venniink a testek deformaciéjat is. Ez
a probléma azonban tilmutat a mostani el6adds anyagan.

3.2. Haromtamaszu tartd

Tekintsik a kéttamaszu tarté altalanositasaként a haromtamaszu tartét, azaz egy L hosszusagu
pallét amit a két végén és a kozepén is aldtdmasztottunk. A pallé tOmege m. Szeretnénk
meghatdrozni az alatdmasztasokndl felléps fiiggbleges eréket. Az erdk egyensilya az aldbbi
egyenletet jelenti,

Fi4+Fo+F3—mg=0. (29)

A forgatényomatékok egyensulyat barmely tengelyre felirhatjuk, de most érdemes a pallé kézepén
atmend tengelyre felirni, erre ugyanis két eré nyomatéka is zérus. A nyomatéki egyenlet:

L L
F3— —F—=0.
35 15 0 (30)

8
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mg

Két egyenletiink van, harom ismeretlennel: a tartéer6k nem meghatarozottak. Az egyensilyi
egyenletek miatt azért a kdvetkez6 Osszefliggéseket fel tudjuk irni,

_mg — Fy

P =F 5

(31)
Lathatéan a kézépso pillértol fiiggden a két szélsé tartd terhelése erdsen fliigg. Az alabbi abraval
ezt a fliggést szemléletessé is tehetjiik. Tegyiik fel, hogy harman cipelnek egy gerendat. Ha a
kozéps6é ember erds, gy akar az is megtorténhet, hogy a gerenda teljes sulyat ¢ viszi. A mésik
extrém esetet mutatja a jobboldali dbra, ahol a kézéps6 ember nemhogy segitene, hanem plusz
teherként cipelteti magét a két tarsaval.

AT AA

A hiromtamaszu tartd példajan szemléletessé tehetd a tulhatarozottsagi probléma forrasa.
Ahhoz, hogy kiegyensilyozzunk egy gerendat elméletileg elegendd ketté aldtamasztés is. Felte-
hetjik a kérdést: mégis miért van sziikség akkor tobb alatdmasztasra? A valaszt jozan ésszel
is latjuk: nincs idealis, végteleniil erés gerenda. Ha nagy tavolsdgot szeretnénk athidalni, ugy
feltétlentil sziikséges lehet tobb alatdmasztas, enélkiil a szerkezet akar mar sajat sulya alatt is
Osszeroskad.

A képeken a Kordshegyi volgyhidat és a budapesti Szabdsdg hidat lathatjuk. ElSbbi esetén
aldtamasztdasok sora, utobbi esetén is négy aldtdmasztdsi pont lathato.

Mérnoki szempontbdl nagyon fontos megsziintetni a szerkezetek tulhatarozottsdgat. Amint a
haromtamaszu tarto példdjan lattuk, az egyes tartépilléreknél fellépé er6k nem meghatarozottak:



meghatarozasukhoz a szerkezet torzuldsat is figyelembe kell venni. Ez egyrészt az eddigiekhez
képest bonyolultabb matematikai eszkoztarat igényel: dn. differencidlegyenleteket kell meg-
oldani. Ennél is nagyobb probléma azonban, hogy a pilléreknél fellépé erdk kicsiny, néhany
milliméteres/centiméteres torzuldsoktdl is erdsen fiiggenek. FEgy hid épitésénél még a mai
technikaval is nehezen valésithaté meg a pillérek ilyen pontossigi épitése, nem is beszélve
a hasznélatba vétel utdni esetleges siillyedésekrol/elmozduldsokrol.  Arra a triikkre, amit a
folytatasban megvizsgalunk csak az ipari forradalom idején jottek rd a mérnokok. Ezért nem
véletlen, hogy a XIX. szazad elott épiilt hidak sokkal zomokebbek a maiaknal: annak idején
musza]j volt biztosra menni a méretezésnél.

3.3. Haromtamaszu tartd, csukléval

Az elézbekben felvazolt tilhatdrozottsagi probléma egy lehetséges megoldédsa a kovetkezé: torjik
el a gerendat valahol és épitsiink be egy konnyen elforduld csuklét. Az abran lathatéan a
hédromtamaszi hid hosszat jeloljik 4L-lel, 6ssztomegét 4m-mel. A hid legyen aldtdmasztva a
két szélén és a kozepén. A kozepétol jobbra L tavolsdgra épitettiik be a konnyen elfordulé
csuklét. A csuklondl felléphet a hid darabjaira haté erd/elleneré par, de az egyes darabok
kozott forgatonyomaték nem léphet fel.

TFI TFZ T lFs

Smgl : T lmg

A csuklétdl jobbra es6é darabra felirt egyensilyi egyenletek az aldbbiak:

e Az er6k egyensilya,
T+ F;—mg=0. (32)

e A forgatényomatékok egyensilya, pl. a csuklora felirva:
L
FL — mgy = 0. (33)

Innen azonnal adédik a T' = F3 = ¢ megoldés.
A csuklétdl balra esd részre felirt egyenleteknél mér hasznédlhatjuk a T-re nyert eredményt:

e Az er6k egyensilya:
my

e A forgatényomatékok egyensilya (pl. a bal szélre felirva):
3L
~3mg > + Fy 2L — %% ~0. (35)

A masodik egyenletbol kifejezve Fr-t majd az els6bdl Fi-et végiil megkapjuk a pilléreknél fellép6
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tartéeroket ill. a csuklonal ébredo T erdt:

Fl = @7
2
F, = 3mg,
m
Bo= 5
T = FF%‘ (36)

Lathatjuk, hogy a csukld beépitése statikailag hatdarozotta tette a feladatot. Végiggondol-
hatjuk azt is, ha valamelyik pillért (nem tudl nagy mértékben) magasabbra vagy mélyebbre
helyezziik, a pillérek terhelése nem valtozik.

3.4. Gerber tarto, Szabadsag-hid

A Szabadsédg hid in. Gerber tartds szerkezeti. Ennek lényege, hogy a két pillér kozotti részen
két csukldt is beépitettek, ezzel téve statikailag hatarozotta a rendszert. Tekintsiik a hid se-
matikus modelljét, jelolje a hid hosszat 4L, OssztOomegét 4m. Az aldtamasztdsok legyenek a
hid szélein, ill. t6lik L tavolsdgra. A két csuklét szimmetrikusan helyeztiik el igy, hogy a
kozéps6 ,16g6” hiddarab L hosszusagu. A feladat megoldasat lényegesen leegyszeriisithetjiik,

4L
1F1 F, T T AF, F,
A l ' i Al '
T T
3mg/2 mg 3mg/2

ha kihasznaljuk az elrendezés szimmetridjat. fgy elegendo pl. a bal széls6 hidelemmel és a
kozéps6 elemmel foglalkoznunk csupan. A kozépsé elem egyensilyabdl kovetkezik, hogy

T:%. (37)

A bal széls6 hidelemre felirva az erdk egyensilyat,

3
Fi+F—omg—"9 9.
Y+ Fy 2mg 5 0 (38)

A bal sz€1s6 elemre felirva a forgatényomaték egyensilyét (pl. a hid szélére),

3mg 3L mg 3L

BRL—-—————=0.
2 > 4 2 2 (39)
Megoldva a két egyenletet,
15
F = g mg,
1
R = 3™ - (40)

Most vizsgéaljuk meg a Szabadsag hid esetén a hid tényleges szerkezetét. Athajtva a hidon
a két pilon kozott két ponton egy-egy érdekes, Oridsi csavart lathatunk. Ha tiizetesebben
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megnézziik a hid szerkezetét lathatjuk, hogy itt az acélrudak nincsenek mereven rogzitve, hanem
mint csuszolemezek elcsiszhatnak egymdason. Ez az éridsi csavar jatssza el a csukld szerepét.

Erdekes megnézni a hid épitése idején késziilt fényképeket is. Lathatéan el8szor a két szélsd
hidelemet épitették meg, a kozéps6 befiiggesztett részt kés6bb emelték a helyére és rogzitették
az 6rids csavarokkal.

3.5. Magas farakas

Tekintsiik a kordbban latott harom ronkos farakas h szintbol all6 altaldnositasat. A kérdés az,
hogy mekkora h-nal vélik statikailag tulhatarozottd a rendszer? A ronkok 6ssz szama:

NT:;hizw. (41)

Az érintkezési pontok FE szédma legalul h, minden fels6bb szinten a szinten 1év6 ronkok szaméanak
kétszerese.

h—1
E=h+) 2i=h+h(h—1)=h>. (42)
=1

Erintkezési pontonként két ismeretlen erénk van: egy nyomoer6 és egy surldddsi erd. Azaz
Osszesen 2F = 2h? ismeretlen erénk van. Az egyenstlyi feltételek ronkonként harom egyenletet
szolgédltatnak, azaz 3N, = w egyenletiink van. A rendszer statikailag tilhatdrozott, ha
nincs elég egyenletiink az ismeretlen er6k meghatarozasara. Ez a kovetkezo6 feltételt jelenti:

3h(h + 1
>%_

2h2 (43)

Ebbdl adddik, hogy h > 3 esetén biztosan tiulhatarozott a rendszer.

Lattuk, hogy h = 2-re meg tudtuk oldani az egyenleteket. A h = 3 eset érdekes abbdl
a szempontbdl, hogy bar elvileg volna elegendd egyenletiink, de kideriil, hogy ezek nem mind
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fliggetlenek. Ez belathaté kozvetleniil is, de az igen faradsdgos feladat. Belathatjuk azonban a
kovetkezo gondolatmenettel is.

Lathatdan az elrendezés szimmetrikus, ezért feltéve, hogy jol meghatarozott megolddsa van
az egyenleteknek, az biztosan szimmetrikus lesz, azaz az erok és a tiikkorképeik egymassal egyenld
nagysaguak. Hasznaljuk ki a szimmetriat, foglalkozzunk csak a rakas bal oldalaval! A felsé és
legalul kozépen 1évé ronkokre a szimmetria kihasznaldsa utan mar csak az erék fliggbleges
egyensilyat tudjuk fuggetlen egyenletként felirni, ami 1-1 egyenlet. A két bal széls6é ronkokre
tovabbra is 3-3 egyenletet tudunk felirni, azaz maradt Gsszesen 8 fiiggetlen egyenletiink. A
rakés bal oldaldhoz 0sszesen 5 érintkezési pont tartozik, ezek koziil a legalsén annyit allithatunk,
hogy a strl6dési erd a szimmetria miatt zérus (nem mutathat sem balra, sem jobbra.) A t6bbi
érintkezési ponton mind sirlédasi, mind nyomoerd felléphet. Azaz marad végiil 9 ismeretlen
eronk 8 egyenletre, a rendszer tehdat tulhatarozott, mar h = 3-ra is.

4. Vizbe martott testek, a felhajtéero

Vizbe martott testekre hat az un. felhajtéerd, aminek nagysdgat Archimédesz torvénye alapjan
tudjuk kiszamitani: a test altal kiszoritott viz silyanak megfeleld er6 hat ra fliggolegesen felfelé.
Ahhoz azonban, hogy kiterjedt testek egyensilyat tudjuk vizsgédlni olyan esetekben, amikor azok
részben (vagy egészen) vizbe vannak mértva, nem elég tudnunk a felhajtéer6 nagysagat, hanem
azt is meg kell tudnunk mondani, hogy az eredd felhajtéeré hatdsvonala hol talalhato.

A felhajtéert azért 1ép fel, mert a test feliiletén a nyomas kovetkeztében kifejtett erdk eredéje
nem nulla. Az eredd er6é hatasvonalanak kiszamitdsdhoz fel kellene Osszegezni a feliileten 1évé
elemi erdk forgatényomatékait is, igy megkapva a felhajtéerd forgatényomatékat. Ez a szamitas
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tulmutat ezen el6adas keretein, hozza a vektoranalizis ismerete sziikséges. Kis gondolkodassal
azonban mégis megtaldlhatjuk a helyes vélaszt.

Tegyiik fel ugyanis, hogy a test altal kiszoritott viztérfogatot képzeletben visszacseréljitk
vizre. Ez a viztérfogat ekkor biztosan egyensilyban lesz, tehat ra az ered6 er6 és az ered6
forgatényomaték is nulla. Erre a viztérfogatra is hat felhajtéerd, ami épp a viztérfogat sulyaval
tart egyensilyt: ebbdl nem mé&s mint Archimédesz térvénye kovetkezik. A vizre hatd eredd
forgatényomaték is zérus: ez csak ugy lehetséges, ha a viztérfogatra haté eredd gravitacids erd
és felhajtéeré hatasvonala egybeesik, hiszen ekkor forgatényomaték szempontjabdl is kioltjak
egymast. Azt azonan tudjuk, hogy a gravitacids erét a viztérfogat tomegkozéppontjaba helyez-
hetjiik, igy az egyensilybdl kévetkezik, hogy a felhajtdéerdt is oda helyezhetjiik.

Azt kaptuk tehat némi okoskodassal, hogy a felhajtéerd forgatonyomaték szempontjabdl a
kiszoritott viztérfogat ,,képzeletbeli” tomegkozéppontjaba helyezhetd.

4.1. Vizbe nyomott palca, stabilitas

Egy p striiségi, keskeny A keresztmetszeti L hosszisagu palcat az abran lathaté moédon p,
slirliségli vizbe l6gatunk. A pélca fels6 felfiiggesztési pontja h magassaggal van a vizfelszin
felett. Hatarozzuk meg a palca fiigglegessel bezart o szogét!

frjuk fel el6szor a csuklén dtmend tengelyre vonatkoztatott forgatényomatékok egyensilyét!
A rad 6ssztomege m = pAL, ezért

L
pALg§ sin(a) — Frky =0, (44)
ahol Fy a felhajtéerd és ky ennek erékarja. El6bbit a vizbe 16g6 rész L — % hosszaval konnyen
meghatarozhatjuk,
h
Fr=p Ag| L — . 45
;= Po 9< COS(Q)> (45)

Az ered6 felhajtéer6 a vizbe 16g6 rész kozepénél hat, azaz

L— I
k‘f _ (COS}EQ> i ;os(a)> Sin(Oé) = (s + 2cohs(a)) Sin(a) . (46)

Ezzel a forgatonyomatékok egyensilya:

pAng sin(a) = puAg (L __h ) <L + h> sin(a) . (47)

cos(a) 2 2cos(a)
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Ennek nyilvanvaléan megoldasa az o = 0, azaz amikor a palca nem billen ki. A mésik megoldas

cos(a) = %1 /ﬁ . (48)

FEz a masodik megoldés csak akkor értelmes, ha 1 > %, / ﬁ, ekkor azonban ez a stabil meg-

oldéas, az a = 0 instabilla valik.

4.2. Uszas stabilitasa

Ha egy hajét terveziink, akkor azon tul, hogy elvarjuk téle, hogy tsszon a vizfelszinen, azt is
szeretnénk ha az iszas stabil lenne, kiilsé zavard tényezok ellenére a hajé nem borulna fel. A
kérdés az, hogy ismerve a hajé keresztmetszeti profiljat, mi alapjan tudjuk eldonteni, hogy az
Uszas stabil-e.

Amikor egy egyensilyi helyzet stabilitdsat vizsgédljuk, akkor tigy érdemes gondolkodni, hogy
megkérdezzitk: mi torténik ha az egyensilybdl kicsit kitéritem a testet? Ha a testre hato
erék/forgatényomatékok a testet az egyensily felé igyekeznek visszatériteni, Uigy az egyenstly
stabil, ellenkez6 esetben labilis.

Egy 1sz6 haj6 esetén a hajora hat a nehézségi er6 és a felhajtd er6. EIGbbi a test tényleges
tomegkozéppontjaban, utdbbi a kiszoritott viztérfogat képzeletbeli tomegkozéppontjaban tamad,
és mindkét erd fiiggoleges iranyu. Erdemes az egyensulyi helyzetben felvenni a hajé tényleges
G-vel jelolt tomegkozéppontjan atmené fiiggoleges egyenest. Ezt nevezziik el tszési tengely-
nek, és képzeletben ragasszuk hozza a hajohoz, azaz eldontve a hajét ez doljon vele egytitt.
Az egyensilyi helyzetben a felhajtéeré F tamadaspontja is az tszasi tengelyen helyezkedik el,
azonban kibillentve a hajot a felhajtéerd Uj F’ tdmadaspontja mér eltér az iszasi tengelytdl.
Huzzunk ezen az F’-n keresztiil egy fliggbleges egyenest (ez a felhajtéerd hatdsvonala). Ez az
uszasi tengellyel az M pontban metszi egymaést, ezt a szakirodalom , metacentrum”-nak nevezi.
frjuk fel erre a metacentrumra a forgatényomatékokat. A felhajtderd erdkarja zérus. A gra-
vitacios er6 forgatényomatékanak iranya pedig attdl fiigg, hogy az iszasi tengelyen az M pont
a G folott vagy alatt helyezkedik-e el. El6bbi esetben az 1tiszas stabil utébbi esetben instabil: a
hajé felborul.

4.3. Uszé deszka, stabilitds

Egy igen hosszu h vastagsagu, a szélességii deszka uszik a vizen. A kérdés az, hogy hogyan teszi
ezt, azaz melyik oldala vizszintes, melyik oldala fiiggbleges? A deszka siiriisége p, a vizé p,.

A megoldésnal elOszor tételezziik fel, hogy uszaskor az a oldal vizszintes és a h fligg6leges.
A deszka bemeriilése egyenstilyban h = hp%. Billentsiik ki a deszkat egy kicsiny a szoggel! Ezt
most az abran ugy mutatjuk, hogy a vizfelszint elforgattuk « szoggel.
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A feladatunk el6szor meghatdrozni a kiszoritott viztérfogat tomegkozéppontjanak x és y
koordindtdjat. A viztérfogat keresztmetszete egy derékszogii trapéz, aminek parhuzamos alapjai
— Stg(a) és h + %tg(()z).~ A tomegkozéppont helyzetét érdemes gy meghatdrozni, hogy a
trapézt felvagjuk egy a és h — §tg(a) oldali téglalapra és egy a ill. atg(a) oldali derékszogii
haromszogre. A téglalap tomegkodzéppontja az z, = 0 és y = h_%tg(a) helyen taldlhato, a
haromszogé pedig a silypontjdban, azaz Ths, = § €8 yns. = h — §tg(a) + §tg(a). A vizbe
martott rész tomegkozépontjanak koordinatai:

2
Tt At + Xps2 Ahsz _ % %@ _ a2tg(~a) (49)

Atot ha 12h

h—2tg(a) 7 7 atg(a) ) a’tg(a) ~
Yt At + Ynsz Anss % a (h - %tg(a)) + (h ~— "6 2 h  a’tg?(a)
= = ~ = 7+ 7 ° (50)
Atot ha 2 24h
Most kozelitést fogunk végezni. Ha csak kis szogben téritettiik ki a hajét, ugy « Kkicsi,
és ezért tg(a) is kicsi, azaz tg(a) << 1. Ekkor a tg?(a) mér nagyon kicsi, ezért a mésodik

egyenletben a masodik tag elhanyagolhaté. Ezzel a kozelitéssel

a’tg(a)
- 12h
h
= . 51
y 5 (51)
Hatarozzuk meg az M pont y,s koordinatajat!
x h  a?
=yt e T2t 1 (52)
Az Uszés stabilis, ha az M pont a deszka tomegkozéppontja felett van, azaz
h a® h
—+—>—q. 53
BTk (53)
Tudjuk, hogy h = p%h’ innen a stabilitas feltétele
P Po a?
—h+——>h. (54)

Po p 6h

Innen atrendezés utin

ISl S
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Eredetileg feltettiik, hogy az a oldal vizszintes uszdskor. A szdmoldsunk nem valtozik, ha
azt tételezziik fel, hogy a h oldal vizszintes, ekkor a stabilitasi feltételiink
h

L>T (56)

A T hasaban all6 kifejezést teljes négyzetté alakitva lathatjuk, hogy I'max = \/g és ezt akkor

veszi fel, amikor a deszka stirlisége fele a vizének. Az 7 ésT fiiggvényében érdekes lehet megnézni
azokat a tartomanyokat ahol egyik vagy masik oldalan stabilan tszhat a deszka. Elegendé az
7 > 1 tartomdnyt vizsgalni, hiszen az 3 < 1 elérhetd a két hossztisdg felcserélésével. Az abran

rrnax

megjelenik egy nagy zold tartomany. Ezen a tartoményon a deszka mind a széles mind a keskeny
oldalan stabilan dszhat. A sirga tartomanyon viszont csak a széles oldaldn tszhat stabilan a
keskenyen nem. Erdekes médon megjelenik a piros tartomany is, ahol egyik lapjan sem uszhat
stabilan.

A feladat sordn az egyszeriiség kedvéért eltekintettiink attél a ténytdl hogy a deszkanak
hosszisaga is van, ezért a megoldasunk nem teljes, hiszen hossziranyban is kibillenhetne a desz-
ka, de az Osszes lehetséges elfordulds figyelembevétele 1ényegesen elbonyolitja a szamitdsainkat.
FElegendéen hosszii deszka esetén azonban a deszka hossziranyban biztosan felfekszik a vizre,
ekkor jé a modelliink.
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