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Bevezetés

A dimenzidanalizis és a skdldzds Osszefiiggs fogalmak. Mindkét esetben
igen egyszert, elemi megfontoldsokkal gyakran messzemend kovetkeztetése-
ket vonhatunk le egy-egy fizikai Gsszefiiggés alakjara vonatkozolag anélkiil,
hogy a jelenséget részleteiben vizsgalnank. Ezzel a két modszerrel foglalko-
zunk az els§ két fejezetben.

A fraktdlok tort dimenzios alakzatok; olyan halmazok, amelyek a szok-
vanyostol eltérGen skilaznak. A harmadik fejezetben matematikai és fizikai
példakat mutatunk fraktalokra, és bevezetjlik a fraktdldimenzio fogalmaét.

1. Dimenzidéanalizis

A fizikai mennyiségek numerikus értékbdl és mértékegységbdl allnak. A mér-
tékegység utal a fizikai mennyiség dimenzidjdra. Kiilonb6z6 dimenzidju fizi-
kai mennyiségek Gsszehasonlitasdnak nincs értelme. Sziikségszertien minden
értelmes fizikai torvényt, Osszefiiggést kifejezs egyenlet két oldaldn azonos
dimenzi6ji mennyiségek allnak. Ez sokszor igen erds megszoritast jelent az
adott Osszefliggés alakjara.

1.1. SI alapmennyiségek és mértékegységeik

A Magyarorszagon, Eurdopaban, és a vilag szamos mas helyén is fizikai mennyi-
ségek kifejezésére a metrikus, vagy SI Mértékrendszert (Systéme Internatio-
nal d’Unités) hasznaljak, mely hét alapmennyiségbdl szarmaztat minden mas
dimenziot illetve mértékegységet tablazat). Az SI alapegységek pontos
definicioja megtalalhato a [10] Wikipédia lapon.

1. tablazat. Az SI alapmennyiségek és mértékegységeik.

Eizrlrllell;:;nnylseg mértékegység neve | mértékegység jele
hosszusag méter m
tomeg kilogramm kg
idé masodperc S
aramerGsség amper A
hémérséklet kelvin K
anyagmennyiség mol mol
fényersdsség kandela cd

tomeg - hossz
ids?

o—2

= hossz' - témeg! - id672,

[F]] = 1N =1

Példaul az F-el jelolt erd dimenzidja és SI mértékegysége:

kg - m

S



Csak a pontossag kedvéért vezettiink be a dimenziora és a mértékegység-
re két kiilonbozd jelolést, a gyakorlatban a ketté kozti kiilonbség sokszor
Osszemosodik. MindkettSt egyértelmtien azonositja a kitevék sorozata, ami
jelen esetben (1,1,-2,0,0,0,0) € Z” (a nulldk a kifejezésben nem szerepls
alapmennyiségek kitevéi).

Sok esetben az ily médon szarmaztatott mértékegységek kényelmetlenek,
mert til kicsik vagy tul nagyok az adott feladathoz. Ilyenkor szabvanyositott
prefizumokat haszndlunk a mértékegységek jele elGtt . tablazat).

2. tablazat. SI prefixumok.

elétag | jel | szorzo elétag | jel | szorzd
yotta- | Y | 10%* yocto- | y | 10724
zetta- | Z | 10%! zepto- | z | 10721
exa- E 10'8 atto- a | 10718
peta- P 101 femto- | f | 10710
tera- T | 10'2 piko- p | 10712
giga- | G 10° nano- | n | 1079
mega- | M 106 mikro- | p | 1076
kilo- | k | 10? milli- | m | 1073

A nagysagrendek kozti széditd tavolsagokat illusztralja az 1977-ben ké-
sziilt ,,Powers of ten” cimd rovidfilm, amely a [9] Youtube videén megtekint-
het6. A film a jelen tudomany altal feltart legkisebb és legnagyobb hosszi-
sagok kozti 40 nagysigrendet mutatja be igen érzékletesen.

1.2. Egyszeri példadk dimenzidéanalizisre
Tekintslink meg néhany egyszerd példat dimenzidanalizisre!

Feladat: Hogyan fligg a h magassagbol elengedett test ¢ esési ideje a ma-
gassagtol?

Megoldas: A feladatot nyilvan egyszertien megoldhatjuk az egyenletesen
gyorsulé mozgas képleteivel. Most azonban oldjuk meg a feladatot pusztan
a dimenziok vizsgalataval!

A t esési id§ csak a test m tomegétsl, a kezdeti h magassigtol és a
g nehézségi gyorsulastol fiigghet, azaz a t(m,h,g) fiiggvényt keressiik. A
szoban forgé mennyiségek dimenzidja:

b
1] = ids, [m] = tomeg, [h] = hossz, g] = .Zsff.
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Csak egyféle olyan kombinécidja van az m, h és g mennyiségeknek, ami idG

dimenzioét ad:
h
t(m,g,h) oc 4/ —.
o \[g

Tehét az esési id6 nem fiigg a tomegtdl, és a magassdag négyzetgyokével aré-
nyos.

Jol tudjuk, hogy a pontos képlet: ¢t = \/% . A dimenzioanalizis csak ard-
nyossdgok megallapitédsara képes. Konstans szorzok, mint ebben a példédban
a v/2, nem jonnek ki ilyen egyszert megfontolasokbol. |

A dimenzidanalizis els6 lépéseként gondosan meg kell vizsgalni, hogy a
keresett egyenletben milyen mennyiségek szerepelhetnek. Csak akkor mii-
koédik jol a médszer, ha viszonylag kevés, kiillonb6z6 dimenzidji mennyiség
kozott keresiink Osszefliggést. Egy mésik megkotés, hogy ezzel a modszerrel
csak hatvanyfiiggvény szerinti Osszefliggések kaphatoak meg.

Feladat: Hogyan fiigg a harmonikus rezgés A amplitudojatol az f frekven-
cia?

Megoldas: Jol tudjuk, hogy nem fiigg a rezgés frekvenciaja az amplitadotol.
Ez a tény a dimenziok vizsgalatabol is kijon, a mozgasegyenlet megoldasa
nélkiil!

Az f frekvencia az A amplitudén kiviil még a rezgs test m tomegétsl
és a D rugoallandotol fiigghet, tehat az f(A, m, D) fiiggvényt keressiik. A
jelenségben szerepld fizikai mennyiségek dimenzioi:

P

ero

[f] =id6™!, [A] = hossz, [m] = tomeg, [D] = tomeg - id6 2.

~ hossz
Lathato, hogy csak az
D
focy/ —

m
kombinéci6 johet szoba, tehéat a frekvencia valéban nem fiigg az ampliti-
dotol! A mozgésegyenlet megoldasabol az f = 5 D 5sszefiigges adodik.

1 /D
s m

Feladat: Igazoljuk Kepler III. torvényét korpalyakra!

Megoldas: Kepler III. térvénye szerint a Nap koriil ellipszispalyan kerin-
g6 bolygok T keringési idejére és a palya a fél nagytengelyére a T2 o a3
aranyossag érvényes. Szoritkozzunk korpalyakra, ekkor a = R, ahol R a
palyasugér.

A bolygok T keringési ideje a Nap M és a bolygd m tomegétsl, a -~y
gravitacios allandotol valamint az R palyasugartol fiigghet. Ez a feladatat



még nem kezelhet6 jol a dimenzidanalizis eszkozeivel, mert két fliggetlen,
tomeg dimenzidju mennyiség is szerepel a jelenségben. Azonban a

mM 9 2m\2
—5 = mRw” = mR(—)
R? T
mozgasegyenletbsl kiesik a bolygd m tomege, tehat ett6l nem fligghet a
keringési id6 sem! Igy a jelenségben szerepld dimenziok:

gl

% . h 2 h 3
[T] =id6, [M] = tomeg, [R]=hossz, [y]= oo oszz - OSSZ. .
tomeg tomeg - id6

A dimenzitanalizisbdl kaphato aranyosséag (korpalyara), valamint a pon-
tos képlet (ellipszispalyara):

T(M R T(M oy | L
( 7R7’Y)O( W? ( 70’)_ ™ W

1.3. Surlodasos aramlas

Most egy, a kozépiskolaban kevésbé ismert jelenséget, a surlodasos (viszko-
zus) aramlast vizsgaljuk meg dimenzidanalizis segitségével.

A wiszkozitds folyadékoknak il-
letve gazoknak a belsd surloédasa, nyi- v

mozog ——= 4
r6 igénybevétellel szemben tantsi- 7
tott ellenéallasa. Képzeletben helyez- L
ziik a vizsgalt folyadékot (vagy gazt) F n
két A feliilett, egymaéastol L tavol- all A

sagra lev6 parhuzamos lap kozé, és
mozgassuk az egyik lapot v sebes-
séggel a masikhoz képest, a lappal
parhuzamos iranyban . abra). A
lapok kozvetlen kozelében levs folyadékrészecskék (gazrészecskék) a lapok-
hoz tapadnak, azokkal egyiitt mozognak, igy és a két lap kozott a részecskék
sebessége folyamatosan valtozik, kialakul egy, a lapokra merdleges iranyu
sebességgradiens. Ugyanakkor a bels§ sirlodas miatt a részecskék ,szeret-
nének” egymaéssal is egyiitt mozogni. A sebességgradiens fenntartasahoz, a
lapok allandé sebességgel valé mozgatasdhoz F' erét kell kifejteni a lapokra.
Kisérletileg kimutathato, de jozan ész alapjan is nyilvanvald, hogy az F' er§
aranyos az A feliilettel és forditottan ardnyos a 7 egységnyi hosszra esé se-
bességkiilonbséggel. Az aranyossagi tényez6 a vizsgélt kozeg n viszkozitdsa,
amely méar nem fligg a geometriatol, csak a kozegre jellemz§ (altalaban a
hémeérséklettol is fiiggs) allando. Ez a Newton-féle belsd surloddsi torvény:

Av

1. Abra. A viszkozitas méréséhez hasz-
nalt elrendezés.

5



A viszkozitas mértékegysége és dimenzidja:

=[] [ s -

A kovetkezs feladatban egy olyan problémat vizsgalunk meg, amelynek
sok gyakorlati és biologiai vonatkozasa van.

Feladat: Hengeres, R sugaru, L hosz-
szusagu cs6ben 7 viszkozitasu folya- T R l
dék aramlik. Az aramlast a cs6 két PotAp (f ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ( Po
vége kozti Ap nyomaéaskiilonbség tart- /

ja fenn abra). Hogyan fligg a I
cs6ben aramlo folyadék V = %

térfogati dramerdssége vagy hozama

(idSegységenként ataramlott térfo- o gpyra, Hengeres cs6ben aramlo visz-
gat) a csd sugaratol? kozus folyadék.

Megoldas: Feltehetjiik, hogy a hozam csak a geometriai paraméterektsl, a
nyoméaskiilonbségtsl és a viszkozitastol fligg. Mindkét geometriai paraméter
hossz dimenzi6ji, tehat sziikség van tovabbi feltevésre. Ha két azonos cs6-
darabot egymas utan helyeziink, akkor kétszer akkora nyoméaskiilonbséggel
az eredeti hozamot tudjuk fenntartani, tehat valdéjaban a hozam csak a nyo-
mas hosszegységre es6 valtozasatol fiigghet. Igy a V(R, %, 77) Osszefliggést
keressiik. A dimenziok:

. hossz®
V] = R]=h
\4 s [R] = hossz,
% __nyoméds  tomeg ] = tomeg
L |  hossz  hossz?-ids?’ M= Yossz - 1d6”

Keressiik a hozamot a V = Ra(%)ﬂ 1" alakban. Az egyes dimenziok
egyezésébdl a kovetkezs lineéris egyenletrendszer adddik a keresett kitevikre:

hossz : 3=a—-28—",
idé - —1=-28—+,
tomeg : 0=08+17.

Az els6 két egyenletbdl lathatod, hogy o = 4, a méasodik két egyenletbdl pedig
B8 =1,~v=—1, tehat

. ApR*
v )
x i

Bonyolultabb elméleti megfontolasokbdl megkaphat6 a Hagen—Poiseuille-

oo s . 3 4 2z 2 2 . e
torvény, mely szerint V = %Aif‘ , feltéve, hogy az aramlés viszonylag lassi,

nem Orvényes. |




Megjegyezzik, hogy a fenti térvényben R a negyedik hatvinyon szere-
pel, ami mutatja, hogy a térfogati aramerdsség igen érzékenyen fligg a csé
sugaratol. Ha példaul a sugar csupan 10%-kal ng, akkor (ugyanakkora nyo-
méskiilonbség mellett) az dramlas hozama 1,1% = 1,46-szorosara, csaknem
masfélszeresére nd!

2. Skalazas

A skdldzds bizonyos kitev§ji hatvanyfiiggvény szerinti viselkedést jelent. A
legegyszertibb példak geometriai jellegliek: hasonlésag soran a teriiletek a
hasonlosag ardanyanak négyzetével, a térfogatok a hasonlosig aranyanak ko-
bével valtoznak. Vagy mésként, ha egy alakzat valamely linedris mérete L,
akkor:

teriilete: Ao L2 térfogata: V o L3, (1)

Ezekbdl és hasonlo egyszert megfontoldsokbol néha igen érdekes kovetkezte-
tések vonhatok le.
Ennek illusztralaséra elGszor a jol ismert Pitagorasz-tételt igazoljuk.

Feladat: Igazoljuk hasonlésag felhasznala-
saval Pitagorasz-tételét! B

Megoldas: A [3] abran lathatéo ABC de- M
rékszogli haromszogben jelolje a, b és ¢ a y c
megfelel§ oldalakat, és legyen M a C' derék-
sz0gl cstcshoz tartoz6 magassag talppont- o
jal Az a = BAC'< és az M C B< mer6leges . o
szara szogek megegyeznek, igy az eredeti C b
ABCA, az ACMA és a CBM/A harom-
szogek hasonloak. A hasonlésdgok aranya
példaul az atfogdk aranyaval egyezik meg.
Ennek négyzete a teriiletek aranya, tehat:

b 2 2
Tacvn = Tapcn (E) ) Tepmn = Tapen (E) .

3. abra. Az ABC' derékszogi
héromszog két hasonlé harom-
szogre bontasa.

Ugyanakkor Tapoan = Tacmua + Topvna- Ezt az el6z6 egyenletekkel kom-
binalva adodik a ¢ = a® + b? Pitagorasz-tétel. |
2.1. Feladatok tehetetlenségi nyomatékra

J6 néhany test tehetetlenségi nyomatéka is 6tletesen meghatarozhaté skéla-
zési érveléssel. Elevenitsiik f6l, hogy egy pontrendszer adott tengelyre vo-
natkoztatott tehetetlenségi nyomatéka:

n
_ 2
O = E m;ry,
i=1
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ahol n a tomegpontok szama, m; a tomegik, r; pedig a tengelyt6l mért
tavolsdguk. Ezen kiviil még két tételt j6 tudni a tehetetlenségi nyomatékrol.

Parhuzamos tengelyek tétele (Steiner-tétel): Legyen ©¢ az m tomegi
test tehetetlenségi nyomatéka valamely tg tomegkozépponton dtmend tenge-
lyen keresztiill Ekkor ugyanennek a testnek a tg-al parhuzamos, to-tol d
tavolsadgra elhelyezkeds t; tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomaté-
ka:

0, = Oy + md>. (2)

Meréleges tengelyek tétele: Legyen O, és O, egy kétdimenzids test két
egymasra merdleges, a test sikjaba esé tengelyre vonatkoztatott tehetetlen-
ségi nyomatéka! Ekkor a mindkét tengelyt merdlegesen metsz§ z tengelyre
vonatkoztatott tehetetlenségi nyomaték:

©.=0,+0,.

Feladat: Hatarozzuk meg egy m tomegt, L hosszisagi homogén rud © te-
hetetlenségi nyomatékat a tomegkdzépponton atmend, rudra merdleges ten-
gelyre vonatkoztatval

Megoldas (integralassal): ElGszor oldjuk meg a feladatot integralassall
A rudat bontsuk fel kis dx hosszisagt, dm = 7 dr tomeg( szakaszokra. A
rad kézéppontjatol  tavolsagra levs szakasz jaruléka: dO(x) = 22 dm. Ezek
integralasaval kapjuk az eredményt:

L L 3

2 m [2 9 m|x 1 9

= =— S . = —mL>
O /I:_é dO(x) T /x:_gw dz L[3} s 5™

NS

Megoldas (hasonlésaggal): Dimenziona-

lis okokbél vilagos, hogy a keresett tehetet- L:m
lenségi nyomaték csak m-t6l és L-t6l fligg,
és alakja ©(m,L) = amL? ahol a € R,
Bontsuk fel a rudat két félradra, a {4} ab- Li2;m/2 |d=L/4
ran lathaté modon! Mindkét félrad tomeg-

kozéppontra vonatkoztatott tehetetlenségi

nyomatéka O (2, L) = 9mL2. A felrudak 4. abra. A rad két félrudra

22 )
tomegkozéppontja d = % tavolsagra van az bontasa.

eredeti rad kozéppontjatol. A Steiner-tétel segitségével attérhetiink az




eredeti kozéppontra, és a két félrad egyiittes tehetetlenségi nyomatéka meg-
adja a teljes rudét, igy:

O(m, L) =2 (@ <7; ;’) +5 <i)2> ,

« 1
L?=2(—-mL*+ —mL?) .
am < 3 mL” + 3 2m
Az mL? tényezd kiesik az egyenletbdl, és most is az a = % eredmény adodik.
|

Hasonlosag alkalmazasaval olyan problémékat is megoldhatunk, amelyek
megoldasa integralassal mar sokkal koriilményesebb.

Feladat: Hatarozzuk meg az m tomegd,
homogén, a oldaléli szabélyos haromszog
alakt lap tehetetlenségi nyomatékat a to-
megkozépponton adtmend, lapra merdGleges
tengelyre vonatkoztatva! d

(\/
N ml/4

Megoldas (hasonlosaggal): A haromszog-
lap tehetetlenségi nyomatéka ©(m, a) = Bma?,
ahol € R. A haromszoget az [5] abran a,m
lathaté modon felbonthatjuk négy 7 téme-

gl, ¢ oldaléki kis haromszogre. Ezek ko-

ziil hzéromnak a kozéppontja d = ﬁ tavol- 5. 4bra. A szabalyos harom-
sagra esik ez eredeti kozépponttol. A négy szog felbontasa négy kis ha-
kis haromszog tehetetlenségi nyomatékanak romszogre.

Osszege most is megadja az eredetiét:

oma)=0(3.3) +3(0 (3.5) + 24).

Beirva a ©-t és d-t, ma?-tel egyszertisitve a 3 = % eredmény adodik. |

2.2. Tovabbi Osszetett feladatok

A kovetkez§ feladathoz elGszor tekintsiik at a hdvezetés torvényét! Ha egy A
feliilett, d vastagsagu lap két olyan térrészt valaszt el egymastol, amelyek ko-
zO0tt AT hémérséklet-kiilonbség van, akkor a melegebb helyrél a hidegebbre
héaram indul meg a lapon keresztiil. Ennek a h6dramnak a P teljesitménye,
tehéat az idGegység alatt atment hé ardanyos a h&mérséklet-kiilonbséggel és
a lap felszinével, és forditottan aréanyos a lap vastagsagaval. Az aréanyossa-
gi tényezd a lap anyagara jellemz6 A hdvezetési tényezd. Ez a Fourier-féle

hdvezetési torvény:
A-AT
P=) 7 (3)




Feladat: Ha egy m; = 5kg tomegt fagyott pulyka t; = 2 nap alatt olvad
fel, akkor hany nap alatt olvad fel egy mo = 8tonna témegi szibériai ma-
mut? (Tegyiik fel, hogy mindkét esetben a kornyezet illetve a fagyott anyag
homeérséklete azonos, valamint a két allat felépitése hasonlo.)

Megoldas: Jelolje L az allat (pulyka vagy mamut) linearis méretét. Az éallat
A testfeliilete a linearis méret négyzetével ardnyos: A oc L?. Feltételezve,
hogy a szdvetek sitirtisége azonos, az éallat m tomege illetve V térfogata a
linearis méret kobével aranyos: m o< V oc L3. A felolvasztashoz sziikséges
Q hé aranyos a testtomeggel: Q oc m o< L3. Ugyanakkor a Fourier-féle
hévezetési torvény értelmében az allat testébe aramlé hé P teljesitménye
ardnyos a testfeliilettel, és forditottan aranyos a ,vastagsaggal”, ami jelen
esetben a linearis mérettel ardnyos. Mindezeket Osszerakva, a felengedéshez
sziikséges t id6:

L3
t ro—ocl?mm%.

P AL

Ez azt jelenti, hogy a mamut felengedéséhez sziikséges ids:

2 2
3 8000kg \ 3
to =11 <Ti> = 2nap - ( Ske g> ~ 274 nap ~ 9 honap.

A biologia teriiletén is szamos érdekes jelenséget magyarazhatunk meg
egyszeri skilatorvényekkel. Kozismert, hogy szdzmillié évekkel ezel6tt ha-
talmas gerincesek, a dinoszauruszok uraltdk a Foldet. Vajon hatart szab-e
valamilyen fizikai elv a gerincesek méretének?

Feladat: Becsiiljiik meg, hogyan skéilazik egy gerinces allat csontvazanak m
tomege az allat teljes M tomegével!

Megoldas: El6szor azt allapitsuk meg, hogyan skalaznak a tomegek az
allat L linearis méretével! Nyilvan a teljes M tomeg a linearis méret kdbével
né, azaz M o L3. Nagyobb testtomeg megtartasahoz nagyobb csontozatra
is van sziikség. Induljunk ki abbdl az egyszerii modellbdl, hogy egyetlen
fiiggsleges csont tatja az allat teljes testsulyat! (Két labon jaro allat esetén
példaul mindkét combcesont nagyjabol az allat sulyanak a felét tartja.) A
csont fliggdleges iranyu terheléssel szemben mutatott teherbirdsa a csont A
keresztmetszetével aranyos. (Ha két egyforma csontot egymas mellé tesziink,
kétszer akkora terhet birnak el.) Tehat A oc M oc L3. A csontok hossza
azonban L-el aradnyos, igy a csontvaz tomegére az

mocA-Lo<L4o<M%

Osszefliggést kapjuk.
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Ez azt jelenti, hogy nagyobb testtomegd allatok csontvazanak tomege
nem a testtomeggel aranyosan né, hanem annal kicsit gyorsabban. Ez hatart
szab a méret novekedésének. |

A valésdgban a csontviz skaldzasdnak exponense valamivel nagyobb,
mint 1, de az exponens fiigg a vizsgalt allatfajoktol, egyedektdl, és altalaban
joval kisebb a fenti elméletbdl kapott % értéknél.

3. Fraktalok

Az el6z6 fejezet legelején szerepls (1) egyenlet azt mutatja, hogy egyszert
geometriai alakzatok ,mértéke” (teriilete, térfogata) a linearis méret egész
hatvanyaval skalazik, ahol a kitevs éppen az alakzat dimenzidja. A feje-
zet végén lattunk maéas érdekes skilatorvényeket is, amelyekben a kitevék
tortszamok voltak. Vajon el6fordul-e a geometridban tortkitevss skilazas?
Beszélhetiink-e tortdimenzios alakzatokrol?

A kérdésre megleps modon igen a va-

lasz; léteznek tortdimenzids alakzatok a geo-  m——  ss————
metridban! Mér a XIX. szazad végén szii- — — m—

P L. . , . - - == mm (),
lettek (més jellegii vizsgalatok soran) ilyen g w mm am mn(;
konstrukciok, de a jelenség szisztematikus nnoun nn unCy

vizsgalata csak a XX. szdzad masodik fe-
lében kezd6dott el, a lengyel szdrmazasu
matematikus, Benoit Mandelbrot [I] utto-
r6 munkissaganak eredményeként. Man-
delbrot vezette be a fraktdl elnevezést az
altala vizsgalt furcsa alakzatokra. De mi is a fraktal?

Erdekes modon a fraktdlnak matematikailag preciz definicidja nem léte-
zik [2]. Ez egy heurisztikus fogalom, melyet legegyszertibben a fraktalokra
jellemz§ altaldnos tulajdonsagokkal korvonalazhatunk:

6. abra. A Cantor-halmaz
konstrukcioja.

o A fraktalok dimenzidja tort szam.
e A fraktéalok sokszor mutatnak dnhasonld tulajdonsagot.
e A fraktalok végtelendl finom struktirdval rendelkeznek.

Ismerjiik meg a legegyszertibb példakat szabalyos geometriai fraktalokra!

3.1. Egyszeri geometriai fraktalok

Példa (Cantor-halmaz): Legyen Cy = [0,1] az egységintervallum. Els§
lépésben hagyjuk el ebbdl a k6zépss nyilt harmadot, tehat C; = Cp\ (%, %) =

[O, %} U [%, 1]. Ezutan hagyjuk el a C; halmazt alkot6é két szakasznak a
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kozépss (nyilt) egyharmadat:
1 21 27 8
—lo,= U5 2[5 = U5
=g JU5 5] Uls5)U L5

Igy folytassuk vég nélkiil a C,, halmazok konstrukciojat @ abra). A C, hal-
maz 2™ darab 37" hossziségn intervallumbol all, és a C), 11 halmaz ebbdl tgy
adodik, hogy minden intervallumbol a kozépss (nyilt) harmadot elhagyjuk.
A C Cantor-halmaz a C,, halmazok metszete.

A konstrukciobol lathatd, hogy a Cantor-halmaz pontjait a kdvetkezd
egyszerd moédon jellemezhetjiik:

harmas szdmrendszerben x felirhat6
C=<z€]0,1] | csak a 0 és a 2 szamjegy hasznalata- (4)
val, az 1 szdmjegy hasznalata nélkil.

Héarmas szamrendszerben a végtelen sok 2 szamjegyre vagy a végtelen sok
0 szamjegyre végz8ds szamok felirdsa nem egyértelmi. Példaul %, %, 1 e,
mert ezeket a szadmokat a kovetkez6 modon irhatjuk f6l harmas szémrend-
szerben:

1 2
5= 013=(00222...);,  $=(02)s  1=(0222...)5

A Cantor-halmaz rendkiviil sok érdekes tulajdonsaggal bir!

Onhasonlé fraktal: A konstrukciobol adodik, hogy C,, tetszéleges interval-
luménak ugyanolyan a szerkezete kicsiben, mint a teljes C halmaznak.

Nullmértéki: A Cantor-halmaz lefedhetd tetszélegesen kicsiny 6sszhosszi-
sagi intervallumrendszerrel. Valoban, C), D C lefedhets 2™ darab 37"
. . gn  M—00
hosszii intervallummal, amelyek teljes hossza £ —— 0.

Kontinuum szamossagia: A Cantor-halmazban ,ugyanannyi” pont van,
mint akar a [0, 1] intervallumban, akar a teljes R valos szamhalmaz-
ban. Valéban, ha a meghatarozasban a 2 szamjegyeket 1-re cserél-
jiik, és harmas szamrendszer helyett kettes szamrendszert hasznélunk,
megkapjuk a [0, 1] intervallum Gsszes pontjat.

Totalisan Osszefiiggéstelen: A Cantor-halmaz tetszéleges két kiilonb6zs
pontja elég nagy n-re Cp-nek (és igy C-nek is) két kiilonb6z6 interval-
luméba (komponensébe) esik.

Példa (Koch-gorbe): Induljunk ki a K\ egységnyi hosszu szakaszbol! A
szakaszt harmadoljuk el, a k6zéps6 harmadot hagyjuk el, és helyére illessziink
be egy tortvonalt, amely két ugyanakkora szakaszbol all, mint az elhagyott
abra)! Ezt a 4 darab % hosszt szakaszbol all6 tértvonalat jeloljik Kq-el!
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7. abra. A Koch-gorbe konstrukcio6ja.

Ezutan az el6z6 harmadolos konstrukcidt ismételjiik meg a tértvonal minden
szakaszara, igy kapjuk Ks-t, amely mar 16 darab % hossziisagi szakaszbol
allo tortvonal. Ezt az eljarast folytassuk vég nélkiill A K,, tortvonal 4™ darab
37 hosszusagu szakaszbol all. A K Koch-gérbe ezen végteleniil finomodo

tortvonalak ,hatarértéke”, K, iy}

Példa (Sierpinski-haromszog): Indul-

junk ki az Sy egységnyi oldalu, szabalyos A
haromszoglapboél! Bontsuk fel a haromszo- Lady

) ) .. , v v
get négy feleakkora héromszogre és hagy- Ariaiai,
juk el a kozépsot, igy kapjuk Si-et. Ezutén ad,  Ab SS
a maradék harom haromszoget bontsuk fol v VvV,
Gjra négy-négy haromszogre és hagyjuk el a AA:“AA A‘A‘A
kozépsd kis haromszogeket! Ezt h‘ivjuk So- “AA‘:A a4 A‘:A:‘A A
nek! Az eljarast igy folytassuk! Altalaban 5‘:& =N y A
az S, halmaz 3" darab 27" oldaléld szaba- A A A*%a AYMA A"A

A
abbbbbbbbhabbL00L

lyos haromszoglapbol all, és Sy, 41 ebbdl ugy
adodik, hogy mindegyik kis haromszognek
elhagyjuk a kozepét. Az S5 alakzat af§] 4b- ¢

abra. A Sierpinski-
ran lathato.

haromszog konstrukcivjanak
otodik 1épése.
3.2. Hausdorff-dimenzi6

Ahogy a bevezet6ben emlitettiik, a fraktélok tortdimenzios alakzatok, mé-
retiik szokatlan modon skalazik. A fraktdldimenzio vagy Hausdorff-dimenzio
meghatarozasara képzeljiik el a kovetkezst! Fedjiik le a fraktalt A\ linearis
méretl alakzatokkal (szakaszokkal, négyzetekkel, kockakkal), és szamoljuk
meg, hogy ,optimalis esetben” hany ilyen alakzatra van sziikségiink! Jeloljiik
a lefedéshez szilkséges alakzatok szamat N(A)-vall Példaul A = § esetén az
egységszakaszt 2 = 2! darab fél hossziisagi szakasszal fedhetjiik le, az egység
négyzetet lefedéséhez 4 = 22 darab fél oldalhosszii négyzetre van sziikségiink,
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mig az egység kockaba 8 = 23 darab fél oldalélt kockét tehetiink bele. Alta-

laban, ha A = 1 és az alakzatunk d dimenzids, akkor N(\) oc n? = %. Ezt

az aranyossigot logaritmélva kifejezhetjiik a dimenziot:

_logN (%) _ log(n-szer kisebb skilan a lefedd alakzatok széama)
~ logn log(n) .

(Az itt szerepld logaritmusok alapja tetszdleges lehet, csak a szamlaloban és
a nevezében is ugyanazt az alapot kell hasznalnunk.)

Ezt a definiciét konnyen alkalmazhatjuk az el6z6 alfejezetben szerepld
szabalyos fraktélokra. A Cantor-halmaz @ abra) konstrukciojabol latszik,
hogy a Cy D C halmaz 2F darab A\ = % = 37" hosszu szakasszal fedhetd
le, igy n = 3 esetén N(37%) = 2%, Ez azt jelenti, hogy a Cantor-halmaz
Hausdorff-dimenziéja:

log 2F _ k-log2 log2

do = = =
© log3k  k-log3 log3

=log32 =0,63.

A kapott dimenzi6 nulla és egy k6zott van, ami jol mutatja, hogy a Cantor-
halmaz ,kisebb”, mint egy folytonos gorbe.

A Koch-gorbe esetében @ dbra) a Kj, tortvonal N(37%) = 4% darab
A= % = 37" hossztsagu szakasszal fedhets le, igy ebben az esetben a
Hausdorff-dimenzio:

B log 4% _log4
~ log3*  log3

K 1,26.
A kapott érték egynél kicsit nagyobb, ami azt mutatja, hogy a Koch-gorbe
kicsit ,,nagyobb”, mint egy sima gorbe.

A Sierpinski-haromszog abra) fedésekor fele oldalhossztisagu harom-

szogekbdl haromszor annyi kell, ezért dg = %gé;’ =1,58.

3.3. Osszegyiirt papirgalacsin fraktaldimenzioja

Feladat: Vegylink két A3 méretii papirlapot! Az egyiket gytirjiik galacsinné!
A masikat felezziik el, majd egyik felét gytirjik galacsinnd! A megmaradt
darabot tjra felezziik el, és az egyik darabot gytrjiik galacsinna! Igy folytas-
suk az eljarast, és készitsiink hét darab egyre csokkend méretli papirgalacsint
@ abra)! hatarozzuk meg az Osszegytirt papir fraktaldimenziojat!

A gyitirésnél igyekezziink gémb alakt galacsinokat forméazni, és az Gssze-
gytirt papirt minden iranybol alaposan nyomjuk &ssze!

Megoldas: A legkisebb galacsin atmérgjét jeldlje xg, az eggyel nagyobbét

x1, és igy tovabb, a legnagyobb atmérd legyen xg! A felezéses konstrukeio
miatt az x; &tmér6ji galacsin m; tomege ardnyos 2'-vel.

14



Azt kell meghataroznunk, hogy az m; témeg az x; &tméré milyen d hat-
vanyéaval skalazik, tehat az
m; = Azt

osszefiiggésben d-t keressiik. (Itt A valamilyen aranyossagi tényezd, értéke
a feladat szempontjabol érdektelen.) Az egyenletnek a kettes alapu logarit-
musat véve, és felhasznalva, hogy m; = C - 2

logy m; = i + logy C' = dlogy z; + log, A.

Tehat log,y z; fiiggvényében dbrazolva i-

t, a kapott egyenes meredeksége megadja a = =
keresett dimenziot! 5
A abra mutatja az egyik didk altal 6
az el6adéason elvégzett mérés eredményeit 3
az illesztett egyenessel. Az egyenes mere- 4 i
2 z . 2 . _ 2
d.cik.sege7 azaz a papirgalacsin fraktaldimen 00|
zibja:
d=2,6+0,1.
Ahogy az varhaté, a fraktaldimenzio ketts 9- abra. A ket A3 méretd lap
és harom kozé esik. feldarabolasa.
7 T T T T T
adatok:  +
6 - illesztett egyenes: : T _
51 + :
-~ 4r + ,
E
o 3 + _
1ol - :
1k + :
0 . :
-1 i i i i i
3 35 4 45 5 5.5 6
loga(x;)

10. 4bra. Az el6adason kapott eredmények. Az illesztett egyenes meredeksé-
ge, tehat a gylrt papir fraktaldimenzioja: d = 2,6 + 0,1 .

Ha nem gytirtiik volna 6ssze a papirlapot, akkor a tomeg a linearis méret
négyzetével skalazna. Ha a papirlap teljes anyagat egy homogén gémbbé si-
keriilt volna 0sszegytrni, amiben nincsenek légrések, akkor a galacsin tomege
a lineéris méret kobével skalazna. A valodi gytirt galacsin viselkedése e két
véglet kozott van.
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Megjegyezziik, hogy akkor beszélhetiink igazan jo fraktal viselkedésrsl,
ha a tortkitevss skélazas tobb nagysagrenden keresztiil fennall. Esetiink-
ben a legkisebb és a legnagyobb papirlap tomegaridnya csupan 64, ami két
nagysagrend sincs. |

3.4. Mandelbrot-halmaz

Az egyik leglatvanyosabb, leg-
kozismertebb fraktal a felfedezdje ne-
vét visels Mandelbrot-halmaz [8]
abra), amely igen egyszeri rekurzi-
6val kaphaté meg, és mégis hihetet-
lentil bonyolult és szép struktirikat
eredményez. A halmazt a kovetke-
zGképpen konstrualjuk meg.

A sik minden ¢ pontjihoz hoz-
zérendeliink egy rekurzioval adott
{zn}nen pontsorozatot. Amennyi-
ben a {z, }nen sorozat korldtos, ak-
kor ¢ a Mandlebrot-halmazhoz tar-
tozik, egyébként pedig nem. A re- 11. abra. A Mandelbrot-halmaz.
kurzi6 matematikai részletei a komplex szdmok nyelvén irhatok le konnyen.

A komplex szamok a valds szamegyenes bévitésével kaphatok meg, és
a sik pontjaival reprezentalhatoak. Adott egyszerti szabalyok szerint le-
het veliik is elvégezni az aritmetika alapmiveleteit. Segitségiikkel az M
Mandelbrot-halmaz definici6ja a kovetkezs:

az xg = 0, Tpy1 = a:i + ¢ rekurzi-
M = ¢ ¢ € C | gval megadott komplex szamsorozat
korlatos

A gyakorlatban persze nincs mod a végtelen x,(c) sorozatok elgallitaséara.
Azonban konnyen belathato, hogy ha |z,| > 2, akkor a sorozat exponenci-
alisan tart a végtelenhez, tehat a vizsgalt ¢ ¢ M. Ha azonban elegendgen
sok iteraciot elvégezve |z,| < 2, akkor feltehetd, hogy ¢ € M.

A latvanyossag kedvéért a Mandelbrot-halmazt (pontosabban komple-
menterét) kiilonboz6 szabalyok szerint szokas szinezni is. Leggyakrabban a
fekete szin jeloli M elemeit, és a kiilonb6z6 egyéb szinek példaul aszerint
valtoznak, hogy ¢ ¢ M esetén milyen n-re teljesiil elGszor, hogy |x,| > 2.
Igazolhatd, hogy M 0Osszefliggs halmaz, a fekete teriiletek vékony szalakkal
mind Gsszekapcsolédnak.

A abran néhany igen szép részlete lathaté a Mandelbrot-halmaznak.

A 6 [7] videok elképeszts utazasok a Mandelbrot-halmaz belsejében, tobb
szdz nagysagrenden keresztiil. Mit jelentenek ezek a nagysagrendek? Emlé-
kezziink az els§ fejezetben megismert ,Powers of ten” filmre [9], amely nem
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12. abra. Részletek a Mandelbrot-halmazbol. (A képek a [§] oldalrol vannak
atvéve.)

egy virtudlis, matematikai vildgban, hanem a valédi univerzumban nagyitott
illetve kicsinyitett az elemi részecskéktdl a teljes ismert univerzum méretéig,
scsupan” negyven nagységrenden keresztiil.

A 3] oldalrél letolthets GNU XaoS programmal [IT] magunk is utazha-
tunk valés idében a Mandelbrot-halmaz belsejében, de a program segitségé-
vel egyszertien készithetiink sajat képeket, videdkat errdl és sok mas hasonld
fraktalrol is.

3.5. Magneses inga

Az el6z6 fejezetben bemutatott Mandelbrot-halmazra tgy is gondolhatunk,
mint egy diszkrét id6ben fejl§ds, determinisztikus dinamikai rendszerre. A
rendszer pillanatnyi allapotat a (c, z) par kodolja”, és a ,dinamikat” a

(c,z) — (c, 22+ c)

leképezés irja le. Azt vizsgaljuk, hogy a (¢, 0) kezd6pontokbol indulva nagyon
hosszu id6 alatt mi lesz a rendszer ,yvégzete”, korlatos marad-e a mésodik ko-
ordinata vagy nem. A Mandelbrot-halmaz komplementere a végtelen tavoli
pont vonzds: tartomdnya.

Hasonlé vonzési tartomanyok valdédi dinamikai rendszerek esetében is
vizsgalhatok, és igen gyakran eredményeznek a Mandelbrot-halmazhoz ha-
sonlo fraktal-képzédményeket. Ezt a jelenséget a mdgneses ingdn mutatjuk
be.

Kisérlet: Erésitsiink egy ridinga végére erds magnest, és rogzitsiink a riudin-
ga alatt harom masik magnest gy, hogy azok vonzzak az ingéan levé magnest,
és az inga barmelyikiik folott stabil helyzetben maradjon.
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Figyeljiikk meg, hogy ha az ingat kell6en nagy kezdeti kitéréssel inditjuk,
akkor eleinte szabalytalan, kaotikus mozgast végez a harom vonz6é mégnes
kozott, majd ahogy csillapodik, megallapodik az egyik magnes folott.

Vajon hogyan fiigg az inga kezdeti helyzetétsl a mozgas ,yégs6é kimene-
tele”? Hogyan helyezkedik el a harom maéagnes vonzdsi tartomdnya?

Bar a mozgast determinisztikus torvények iranyitjak, dgy ttinik, mintha
az inga véletlenszertien mozogna a vonzo mégnesek kozott. Az ilyen mozgast
hivjék kaotikusnak.

A [4] videén a mégneses inga animélt mozgéasa lathato. Az alsé sikon
a harom szin a harom magnes vonzasi tartomanyat jeloli, tehat azokat a
kezd6pontokat, ahonnan inditva az inga az adott szinhez tartozé magnes
folott all meg.

Lathato, hogy az egyes vonzasi tartoményok hatara igen bonyolult, frak-
talszert alakzat. A nagy kitérésekhez tartozo kezdSpontok kis kornyezetében
mindharom szin megtaladlhatd. Ez azt jelenti, hogy egy kicsit megvaltoztat-
va a kezdGpontot atkeriilhetiink egy mésik méagnes vonzési tartomanyaba, és
a mozgas végsé kimenetele teljesen megvaltozik. Lényegében ez a kaotikus
dinamika definici6ja.

Az [B] szamitogéppel készitett videdn lathato, hogy a csillapitas mérté-
kének fokozatos csokkenésével hogyan valtoznak a vonzasi tartoményok. Az
animacioban folyamatosan csokken a csillapitds. Ahogy csokken a méagneses
inga csillapitasa, az inga egyre tobbet ,vacillAl” az egyes mégnesek kozott,
és ennek megfelel6en egyre bonyolultabb a vonzasi tartomanyok kozti ha-
tarvonal. Természetesen nulla csillapitas esetén a jelenség (elméletben sem)
tanulméanyozhat6, mert ekkor az inga soha nem &allna meg, 6rokké mozogna.
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