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Bevezetés

A szélséérték a matematikdban minimumot vagy mazimumot jelent. Altala-
ban azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek egy x¢ pontban lokdlis minimuma
van, ha a pont egy kis kdrnyezetében a fiiggvényértékek nem kisebbek f(z0)-
nal. Hasonl6an definidlhaté a lokdlis mazimum fogalma is, és a kettSt egytitt
lokdlis szélsdértéknek nevezziik. A lokdlis jelz6 elhagyésaval a minimumok
legkisebbikére illetve. a maximumok koziil a legnagyobbra utalunk.

A fizikdban igen sok torvény megfogalmazhat6 szélsdérték-elvként, azaz
olyan forméaban, hogy valamely rendszer megvalosul6 allapota esetén bizo-
nyos fliggvénynek minimuma vagy maximuma van. A mechanikdban a leg-
gyakoribb ilyen fliggvény az energia.

1. Energiaminimum-elv a mechanikdban

Egy mechanikai rendszer egyensiilyanak feltétele altalaban az, hogy a rend-
szerben leves testekre hato eredd erdk és forgatonyomatékok nulldk legyenek.
Ez sokszor egyenértéki egy alkalmasan bevezetett energia-fliggvény szélsd-
értékével.

Altalaban beszélhetiink stabil és instabil egyensulyi helyzetekrsl. Erck,
forgatényomatékok nyelvén a stabilitas azt jelenti, hogy a rendszert az egyen-
sulyi helyzetébdl kitéritve a testekre olyan iranyu erdk, forgatényomatékok
hatnak, amelyek azokat az egyensilyi helyzet felé igyekeznek visszatériteni.
Az energianak ilyenkor lokdlis minimuma van az egyensulyi helyzetben.

Néhany egyszerd példan bemutatjuk, hogyan vizsgalhatok az egyensulyi
helyzetek erdkkel illetve energidval.

1.1. Rugdén nyugvd test

Kisérlet: Akasszunk egyik végén rogzitett
rugbra testeket és vizsgaljuk meg a rugbd
megnytulasat!

Feladat: Egy D direkcios erejt, fliggsleges
rugéra m tomegi testet akasztunk ab-
ra). Mennyivel nyilik meg a rug6?

Megoldas (erdkkel): Egyensilyi helyzet-
ben a rugéra akasztott testre hato eredd eré
zérus, azaz

mg = DAz, ahonnan Ax = mg.
D 1. 4bra. A rugén nyugvo test.
Az egyensulyi helyzet stabil, hiszen ha a testet kicsit lejjebb helyezziik, a
rugderd megnd, tehat folfelé iranyul az eredé erd. |



Megoldas (energiaval): A rendszer teljes energiaja a rugo rugalmas ener-
gidjanak és a test helyzeti energidjanak az Osszege. Ennek szélsGértékhelyét
teljes négyzetté alakitassal kereshetjiik meg:

m2g?
2D -

2
E(Az) = %DACE2 —mgAx = §<A;p — %) _

A kifejezésnek akkor van szélsGértéke, ha a négyzetes tag nulla, azaz Az =
. A fliggvénynek minimuma van, tehat az egyensily stabil.
|

1.2. Toltések egyenstulya fiigg6leges helyzetben

Feladat: Egy rogzitett Q1 > 0 ponttol-
tés folotti fiiggbleges félegyenesen m tome-
g, Q2 > 0 toltést test mozoghat szabadon
(2l abra). Milyen h magassagban lesz a fel- — @ 0,
sG toltés egyensulyban?
mg
Megoldas (erskkel): Egyensilyi helyzet- h
ben a fels6 toltésre zérus erd hat, tehat

] 0,
mg:leQ1 ahonnan h = FC1Q: g\w

az mg

B 2 abra. Az egymast taszito

toltések.
Megoldas (energiaval): A rendszer teljes

energiaja fels§ toltés helyzeti energidjanak és a toltésrendszer elektrosztati-
kus energiajanak osszege. A két tag Osszegét alulrol becsiilhetjiik a szamtani
és mértani kozép kozti egyenlStlenséggel:

Ei+ FE
E(h):mgh—l—k:QlQ2:2 1+ L2

> 2\/ E1Ey = 2mgkQ1Q2.

E
1
E2

A mértani kozép nem fiigg h-toll A szamtani kdzép pontosan akkor egyezik
meg a mértanival, ha a tagok megegyeznek, ez a feltétel adja meg az energia
minimumat:

Q1@ ahonnan h = k1@ .

h mg

FE = E, azaz mgh =k

A szamtani, mértani és mas kozepekrdl sok érdekesség olvashato a [11],[12]
és [13] cikkekben. [ |



1.3. Beldgo6 kotélre akasztott csiga

Az el6z6 két feladatban lathattuk, hogy az egyenstlyi helyzet kétféle mo-
don val6é meghatérozasa ugyanarra az eredményre vezet. Mostani példank-
ban felhasznaljuk ezt a fizikai elvet, és ennek segitségével egy matematikai
tételt bizonyitunk be!

Kisérlet: Rogzitsiik egy 2a hosszi-
sagu kotél két végpontjat a tetszdle-
gesen valasztott A és B pontban, a
kotélre helyezziink mozgd csigat, és
arra akasszunk egy silyt . abra)!
Figyeljiik meg, hogy hol van a csiga

egyenstlyban!
Y

Feladat: Hatarozzuk meg a csiga
egyensulyi helyzetét! mg

Megoldas: Most is kétféleképpen
oldhatjuk meg a feladatot. Az erck
nyelvén fogalmazva, az egyensulyi
helyzetben a csigara hat6 két K ko-
télerg Osszege éppen ellentétes a sulyra haté mg nehézségi erével. Mivel
a kotélersk azonosak, a nehézségi eré hatasvonala felezi a kotélszarak altal
alkotott szoget.

Ugyanakkor az egyensiilyi helyzetben a rendszer energidja minimalis, ami
azt jelenti, hogy a csiga a lehets legmélyebb helyzetben van. A kotél altal
megszabott kényszer miatt a csiga ellipszisen mozog, amelynek fokuszpontjai
a kotelek rogzitett végpontjai (A és B), és nagytengelye a kotél hosszanak fe-
le, azaz a. Tehéat a csiga az ellipszis legmélyebb pontjaban van nyugalomban,
ahol az ellipszis érintGje vizszintes. |

3. dbra. A laza kotélen levé mozgd csi-
ga.

A két feltétel Gsszevetésébdl érdekes geometriai allitast kapunk:
Geometriai tétel: Az ellipszis érintGje felezi az adott pontba huzott vezér-
sugarak kiils§ szogét.

A kupszeletekrdl sok érdekesség olvashato az [5] és a [6] cikkekben.

1.4. Matematikai kitekintés

Sokszor ismerniink kell, hogy bizonyos fiiggvények hogyan kozelithetSk egy
adott pont koriil linearis vagy masodfoku polinommal.

Kozismert, hogy kis szogek szinusza, tangense kozelit6leg megegyezik ma-
gaval a kis szoggel (radianban), azaz

sine ~ tge =~ ¢, ha |e| <« 1.



Ez az allitas konnyen szemléltethets, ha az egységkorben lerajzoljuk a szoget,
a szinuszt és a tangenst reprezentalé ivet és szakaszokat (4] abra).

Kozismert az is, hogy || < 1 esetén (azaz ha ¢ abszolut értéke joval
kisebb, mint egy) |e]* < |e]? < |e| < 1, és ezért

(1+¢e)?~1+ 2, (1+¢e)~1+3e.

Az el6z6ek felhasznalasaval, és az egyen-
letek algebrai rendezésével az is megmutat-
hato, hogy

1 1
Vi+ex1+4 ¢, ~1-—e. 1 \
2 14¢ 3 N
Az el6z6 Osszefiiggések altalanositédsa a sne € Jlge

hatvanyfiiggvényekre érvényes lineéris koze-
lit¢ formula:

(14e)*~1+4ae, halg|<1ésaeR.

Tetszbleges, sima f valos fliggvényt is ko- 4. dbra. Kis szg szinusza és

zelithetiink egy = pont koriil. A masodrend- tangense.
ben érvényes formula a kovetkezs:
. f”(l‘) )
f(37+A37)%f(l“)%—f(x)‘Ax—FT-(Ax) I (1)

Ezt a koszinusz fiiggvényre alkalmazva az x = 0 pontban:

52

~1——.
cose 5
Az (1)) formula altalanositasa az ugynevezett Taylor-sorfejtés, melyrél bé-
vebben lehet olvasni példaul a [2] és a [3] cikkekben. Az integrélés, derivélés
utan érdekléddknek az [I] cikket ajanljuk.

1.5. Félgobmbon billegs tégla

Most az eddigieknél kicsit bonyolultabb stabilitdsi problémat vizsgélunk
meg.

Kisérlet: Vizszintesen nyugvo, R sugari félgomb tetejére helyezziink kiilon-
boz6 magassaga téglatesteket, az |5l abran lathaté6 modon. Figyeljiik meg,
hogy az alacsony téglatestek stabil helyzetben vannak a félgomb tetején, mig
a magasabbak lebillennek rolal

Feladat: Milyen h magassiagi homogén tégla all meg stabilan az R sugart
félgbmbon?



Legyen O a félgomb kozéppontja, A a félgdmb felszinének legmagasabb
pontja, T a ¢ szoggel kibillentett téglatest és a félgdbmb érintkezési pontja,
B a téglatest also lapjanak kozéppontja, és S a téglatest tomegkozéppontja,
ahogy az[p| abra mutatja.

Erre a feladatra is két megoldast adunk.

Megoldas (forgatonyomatékkal): A
téglara két er§ hat: az mg nehézségi erd,
amely az S tomegkozéppontban tamad,
és a félgobmb K kényszerereje, amely a T’
érintkezési pontban tamad. Vizsgaljuk a
testre hato forgatonyomatékokat a 1" ko-
zéppontra nézve! A K er6 forgatényoma-
téka zérus, hiszen K a T-ben tdmad. A
tégla egyensulyi helyzete akkor stabil, ha
a téglat kicsiny ¢ szoggel jobbra kitérit-
ve, a forgatonyomatékok ereddje a téglat
igyekszik visszabillenteni, tehat a nehéz-
ségi er6 hatasvonala T-t6l balra helyez-
kedik el. Ez pontosan azt jelenti hogy a 5 ghra. A félgémbre helyezett
TS = ﬁ‘FB? vektor vizszintes kompo-  tégla kicsit kibillentett helyzet-
nense balra mutat, azaz ben.

— |T'B| cos ¢ +|BS|sin ¢ ~ (— R+ E)d) < 0.
—— —~— 2
Ry ~1 ~é
Felhasznaltuk, hogy kis sz6g koszinusza kozel 1, és kis szog szinusza kozelit-
het6 a szoggel (radianban), valamint, hogy a téglatest tiszta gordiilése miatt
|BT| = R¢ (hiszen mindkettd megegyezik az AT ivhosszal). Tehat az egyen-
suly akkor stabil, ha h < 2R, azaz a téglatest magassaga kisebb a félgémb
AtmérGjénél. |
Megoldas (energiaval): A téglatest helyzete akkor stabil, ha kis ¢ szoggel
kitéritve helyzeti energidja nd, azaz S tomegkdzéppontja magasabbra keriil.
Legyen a helyzeti energia zérus szintje az O pontban. Az S pont magassiga

megegyezik az O? = 07 +ﬁ —i—B? vektor fiiggsleges koordinatajaval, tehét
a téglatest helyzeti energidja:

E(¢) = mg(Rcos¢+R¢sin¢+h ) ~
—— —~—

288

1-22 ¢ 1-22

~ mg(R + g) + mg<§ — Z)ng
Mivel a kifejezés egyik tagja ¢sin¢ ~ ¢?, ezért a kifejezésben szerepls ko-
szinusz fiiggvényeket is méasodrendben kellett kozeliteniink a cos ¢ ~ 1 — %2

formulaval.



7. abra. A PBC/A-nek a B kortiili elforgatottja a P'BC'A.

Az E(¢) fiiggvénynek akkor van lokalis minimuma az origéban, ha ¢?
egyiitthatoja pozitiv, azaz h < 2R; ez a stabilitas feltétele. |

1.6. Izogonilis pont

Pierre de Fermat-tol szarmazik a ko-
vetkez§ feladat, amelyet feladvanyul adott
Fvangelista Torricelli-nek.

Feladat: Adott az ABC héaromszog @ ab-
ra). A sik mely P pontjara miniméalis a ha-
romszog csicsaitol mért tavolsagok |PA| +
|PB| + |PC| osszege?

A megoldast jelenté P pontot a harom-
sz0g 1zogondlis pontjinak nevezziik.

A feladatnak tobb szép megoldasa is van.

El6szor ismerjiink meg egy elemi geometriai
megoldast!

6. dbra. Az ABC haromszog és
izogonalis pontja P.

Megoldas (geometriai): Forgassuk el a PBC haromszoget a B cstics koriil
60°-kal, a [7] abran lathaté6 moédon. Az igy kapott haromszog 10j cstcsai

legyenek P’ és C'.

A forgatas miatt az abran azonos szinnel jelolt szakaszok hosszai meg-
egyeznek, azaz |PB| = |P'B| = |PP|’ és |PC| = |P'C’|, tehat

|PA| + |PB| + |PC| = |AP| + |PP'| + |P'C’| > |AC|.

Az APP'C’ tortvonal hossza pontosan akkor minimalis, ha a négy pont egy
egyenesen helyezkedik el. Ekkor azonban APB< = BP'C'< = BPC< =
APC< = 120°. Tehat a P izogonalis pont azon pontja a haromszognek,
amelybdl mindharom oldal 120° szog alatt latszik.

Megjegyezziik, hogy ha a haromszognek egyik szoge 120°-nal nagyobb,

akkor P ebbe a cstcsba esik.


https://hu.wikipedia.org/wiki/Pierre_de_Fermat
https://hu.wikipedia.org/wiki/Evangelista_Torricelli

Most egy mésik, igen szellemes megoldéast is adunk a feladatra, amely
fizikdbol kolesonzott gondolatmenetet tartalmat. Végezziik el a kovetkezd
(gondolat)kisérletet!

Kisérlet: A vizsgalt haromszoget ve-
gylik fol vizszintesen, és a harom csu-
cséba helyezziink egy-egy csigat! Ha-
rom kotél egyik végét kossiik Ossze!
Mindhérom ko&télszarat vessiik at a
harom csiga egyikén, és a kotelek sza-
bad végére erGsitsiink azonos, m to-
meg testeket, a8l abran lathato mo-
don. A rendszert hagyjuk magéra, és
figyeljiik meg, hogy hol helyezkedik
el a haromszogben a kotelek k6zos P
végpontja.

vizszintes

mg

mg

Megoldas (fizikai): Egyrészt, a ko-

telek kozos P végpontja ott van egyen- 8. dbra. A harom csigan atvetett ko-
sulyban, ahol a harom kotéler6 ki- telek sulyokkal.

egyenliti egymést. Mivel mindharom

kotélers nagysaga azonos mg, ezért egyensillyban a kotélszarak azonos, 120°-
os szoget zarnak be egymassal.

Masrészt, egyenstly esetén a stlyok egyiittes helyzeti energidja minimé-
lis. Ez éppen azt jelenti, hogy az |PA|+ |PB|+ |PC| 6sszeg minimalis, tehat
P az izogonélis pont. (Valoban, amennyivel novekszik példaul az AP szakasz
hossza, annyival keriil f6ljebb ennek a kotélnek a végén levé sily.) |

Az izogonélis pontrol tovabbi érdekességeket olvashatunk a [4] cikkben.
A haromszog mas nevezetes pontjaival kapcsolatos fizikai megfontolasok ta-
lalhatok a [7] cikkekben és az ehhez flizott megjegyzésben [9].

2. ,,0kos” szappanhartyak

Ebben a fejezetben feliileti fesziiltséggel kapcsolatos jelenségeket vizsgalunk.
A miniméalis nagysagu feliilet kialakitédsira torekvs szappanhartyak sokszor
matematikailag igen bonyolult szélsGértékproblémat szinte azonnal megolda-
nak, ezért valoban illik rajuk az ,okos” jelzé.

2.1. A feliileti fesziiltség

Egy folyadék feliiletén lev§ részecskék altalaban energetikailag kedvezdétle-
nebb helyzetben vannak, mint a belss részecskék. Ezért a folyadékok igyekez-
nek minimalizdlni felsziniiket. A folyadékok, szappanhartyék felszine (adott



kényszerek mellett) ,magatol” olyan alakua lesz, hogy a feliilet nagysaga, és
igy a feliileti energia minimalis legyen.

De mi is pontosan a felileti fesziiltség? Ez egy anyagpart jellemzé al-
land6. Tipikusan (a mi kisérleteinkben mindig) az egyik kozeg a levegs, a
méasik a vizsgalt folyadék (szappanoldat). A ~ feliileti fesziiltségre kétféle
ekvivalens definiciot adhatunk; egyrészt, megadja a két kozeg kozti egység-
nyi teriiletd hatérfeliilet energidjat, masrészt, megadja, hogy a kozeghatar
a pereme mentén egységnyi hosszon mekkora erével igyekszik 6sszehtizédni,
tehét

_L illet _r
= illetve V=7

ahol F¥ az A teriiletd kozeghatéar kialakitasdhoz sziikséges energia, F' pedig
a kozeghatar altal a kozeghatar peremén L hosszusagu szakaszra kifejtett
hizoéers.

A két definici6 azonossaga konnyen l4t-
hat6o egyszerti geometria esetén. Egy U- o—=

alaki keretet zarjunk le konnyen cstiszo6 rud-

. ) . - F
dal, és az igy kapott téglalapra feszitsiink a =
szappanhartyat @ abra). Az a hosszusagu
mozgd rid Ax-el valo elmozditasakor W = "A —
F Az munkat végziink, és a szappanhartya M

teljes (els6 és hatso) feliiletét A = 2aAx-el

noveljik. Tehat egységnyi felilet energiaja
! BYSCBIY sia) 9. abra. A mozg6 oldali keret-

W FAzx F re feszitett szappanhértya.

TTA T 2aAr - 24

ami valoban megegyezik az egységnyi hosszra esd erével. (A szappanhartya-
nak két felszine van, ezért 2a hosszon hat az F' er6.)

El6szor néhény kisérletben vizsgaljuk meg a szappanhartyak furcsa vi-
selkedését.

2.2. Kisérletek

Kisérlet: Fujjunk szappanbuborékot! Figyeljiikk meg, hogy a buborék gomb
alakot vesz fel, mert ennek a testnek a legkisebb a felszine adott térfogat
mellett .a abra). Hasonlo okokbol sulytalansag allapotaban a viz gdémb
alakot vesz fel [§].

Kisérlet: Merev keretbe tegyiink laza cérnaszalat, és figyeljiikk meg, hogy
ha csak a cérnaszal egyik oldalan van hartya, akkor a cérnaszal szabélyos
kérivvé (vagy akar teljes korre) fesziil ki (L0[b abra). Adott keriilet mellett
a kor teriilete maximalis, és igy valik minimalissi a szappanhartya felszine.



10. abra. Szappanbuborékok, szappanhartyak.

Kisérlet: Figyeljiikk meg kiilonb6z6 nem sik alakt keretekre illeszkedd szap-
panhértyak felszinét c,d abra)! A hartydk minden pontban ,nyereg” ala-
kuak, két f6 gorbiileti sugaruk ellentétes elGjeli.

Kisérlet: Figyeljik meg, hogy ha
tobb hartya él mentén talélkozik, ak-
kor minden esetben harom hartya al-
kotja az élet, és az élnél a lapszo-
gek 120°-osak e,f abra). A je-

N 4
lenség hasonlo az [1.6] fejezetben tar-
gyalt izogonalis ponthoz; egyenl6 er6k = -
csak igy tarthatnak egyensilyt egy-

Ve I N\

maéssal.

Kisérlet: Eladgazé csé segitségével
fajjunk egyszerre két szappanbubo-
rékot, majd a befavo nyilast fogjuk
be abra). Ekkor a két buborék
kozott szabadon aramolhat a levegs, és a rendszerben levs Gsszes levegd
mennyisége allando. Figyeljik meg, hogy az egyik buborék meérete (kez-
detben lassan, majd egyre gyorsabban) né, a masiké csokken, mig végiil az
Osszes levegs ataramlik az egyik buborékba, és a maésik elttinik.

11. 4bra. Az egyik buborék felfujja a
masikat.

10



A jelenség most is azzal magyarazhato, hogy adott Ossztérfogat mellett
az Osszfeliilet egyetlen gbmb esetén minimalis.

Felmeriil a kérdés, hogy az utols6 kisérletben mi mozgatja a levegst az
optimalis végallapot felé. Honnan ,tudja” az egyik buborék, hogy éppen
mekkora a mésik felillete? Hogyan ,kommunik4il” egymassal a cs6 két végén
lev két buborék? Erre a kovetkezd fejezetben adunk valaszt.

Szappanhartyakkal végzett kisérletekrsl sok érdekes film talalhato az in-
terneten, egy ilyen példaul a [10].

2.3. A gorbiileti nyomas

Az el6z6 fejezet végén feltett kérdésekre a révid vélasz: gdrbiileti nyomds.
Egy szappanbuborékon beliil a nyomés kicsivel nagyobb, mint a kiils6 nyo-
mas, hiszen a szappanhartya igyekszik 6sszehtizédni. Ez a nyomaéaskiilonbség
a gorbileti nyomds, ami csak a feliileti fesziiltségt6l és a buborék sugaratol
fligg. Kisebb sugér, nagyobb gorbiilet esetén nagyobb a gorbiileti nyomés.

Feladat: Hatarozzuk meg egy gémb alakid, R sugart, v feliileti fesziiltségd
szappanbuborékban a p, gorbiileti nyomast!

a

Fsin@

b)

12. abra. A gombi négyzet tavlati nézetben (a) és oldalnézetben (b).

Megoldas (erdkkel): Valasszuk ki a gombfelszin egy kis a = 2Ry olda-
la négyzet alaka teriiletét, a [[2la abran lathato modon! A szappanhartya
mindkét feliiletén a négyzet mind a négy oldala mentén F = ya erd hat a
kivalasztott feliiletre b abra). Az erck sugér iranyt komponensei 6ssze-
adddnak, ebbdl szarmazik a gorbiileti nyomés, ami

8F'siny  16vRpsing 4y
Po=—"p3 7 4R2p2 R

(Felhasznaltuk, hogy kis ¢ szogek esetén sin p ~ .) |
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Megoldas (energiaval): Gondolatban fajjunk be egy kis AV térfogata
leveg6t a buborékba. Ehhez W = p,AV munkat kell végezniink. Ekkor
azonban a buborék sugara és igy felszine, illetve feliileti energiaja is megnd,
éppen annyival, amennyi munkat végeztiink. Mind a AV térfogat-névekedés,
mind a AA felszinnévekedés kifejezhetd a sugar AR megvéltozaséaval:

1
AV = 2 ((R+AR)® - R) ~ 4nRAR,
AA=2. 477((3 + AR)? — R?) ~ 16rRAR.

(A felszinnél a kettes szorzoval a buborék kiils6 és belss felszinét vessziik
figyelembe.) Ezeket a kifejezéseket beirva a psAV = yAA egyenldségbe,

most is egyszertien adodik, hogy p, = %. |

Hangsilyozzuk, hogy a most kiszamolt gorbiileti nyoméas a buborékban
levs bels§ és kiils§ nyomas kiilonbsége, és altalaban joval kisebb e két nyo-
mésnal. Azonban ha a gorbiileti sugar nagyon kicsi, akkor p, nagyon nagy
is lehet; ennek kapillaris-jelenségeknél van jelentGsége.

Megjegyezziik, hogy &altalanos (nem gomb) alaka gorbiilt felilletnek a
gorbiileti nyomaésa: . .

Pg = 7(31 * Rz)’
ahol Ry és Ry a feliilet két Ggynevezett f§ gorbiileti sugara. Ezek szemléle-
tesen a feliilet kiilonbo6z8 merdleges sikmetszeteihez simuld korok sugarédnak
maximuma illetve minimuma. Gémb esetén R; = Ry = R, és szappanbubo-
rék esetén a kiils§ és belsé felszint is figyelembe kell venni, innen adédik a 4-es

szorzo a szappanbuborékra kiszdmolt képletben. Keretre feszitett feliiletek
esetén p, = 0, tehat Ry = — Ry, innen adodik a nyereg-forma.

Hivatkozasok

[1] Simonovits Andras: Hogyan sziiletett az analizis? KoéMaL, 2006. apri-
lis., 194-204. p. URL http://db.komal.hu/KomalHU/showpdf .phtml?
tabla=Cikk&i1d=2010409.

[2] Simonovits Andras: A végtelen sorok felfedezése 1. KoMaL, 2007.
oktéber., 392-399. p. URL http://db.komal .hu/KomalHU/showpdf .
phtml?tabla=Cikk&1d=200974.

[3] Simonovits Andréas: A végtelen sorok felfedezése 1. K6MaL, 2007. no-
vember., 450-456. p. URL http://db.komal.hu/KomalHU/showpdf.
phtml?tabla=Cikk&id=200961.

[4] Szmerka Gergely: Izelit6 a Fermat-Torricelli problémakorbél. KiM-
aL, 2004. &prilis., 194-201. p. URL http://db.komal.hu/KomalHU/
showpdf . phtml?tabla=Cikk&id=201045.

12


http://db.komal.hu/KomalHU/showpdf.phtml?tabla=Cikk&id=201049
http://db.komal.hu/KomalHU/showpdf.phtml?tabla=Cikk&id=201049
http://db.komal.hu/KomalHU/showpdf.phtml?tabla=Cikk&id=200974
http://db.komal.hu/KomalHU/showpdf.phtml?tabla=Cikk&id=200974
http://db.komal.hu/KomalHU/showpdf.phtml?tabla=Cikk&id=200961
http://db.komal.hu/KomalHU/showpdf.phtml?tabla=Cikk&id=200961
http://db.komal.hu/KomalHU/showpdf.phtml?tabla=Cikk&id=201045
http://db.komal.hu/KomalHU/showpdf.phtml?tabla=Cikk&id=201045

5]

6]

7]

8]

19]

[10]

[11]

[12]

[13]

Kiss Gyorgy: Amit j6 tudni a kuapszeletekrsl 1. KéMalL, 2004. no-
vember., 450-459. p. URL http://db.komal .hu/KomalHU/showpdf .
phtml?tabla=Cikk&1d=200523|

Kiss Gyorgy: Amit jo tudni a kuapszeletekrsl 11. KéMalL, 2004. de-
cember., 514-518. p. URL http://db.komal.hu/KomalHU/showpdf .
phtml?tabla=Cikk&id=200574.

B.J. Kogan: A mechanika alkalmazésa a geometriaban (részlet). KéMal,
1988. januér., 33-38. p. URL http://db.komal.hu/KomalHU/showpdf.
phtml7tabla=Cikk&id=198871.

Nasa water balloons in zero g. Youtube video.
URL https://www.youtube.com/watch?v=gTqLQO3L4Ko.

Gnédig Péter: Erck egyenstlya — energia minimuma (megjegyzések B.J.
Kogan cikkéhez). KoMaL, 1988. januar., 38-39. p. URL http://db.
komal .hu/KomalHU/showpdf . phtml?tabla=Cikk&id=198872.

Soap films and minimal surfaces. Youtube video.
URL https://www.youtube.com/watch?v=YdneSMKObls.

Kovécs Veronika— Petz Dénes: Szamtani kézép, mértani kdzép meg ilye-
nek. K6MalL, 2006. marcius., 130-136. p. URL http://db.komal.hu/
KomalHU/showpdf . phtml?tabla=Cikk&1d=200923.

Besenyei Adam: A szamtani-mértani kozép és egyéb érdekességek 1. Ko-
MalL, 2009. februar., 72-80. p. URL http://db.komal.hu/KomalHU/
showpdf . phtml7tabla=Cikk&id=201205.

Besenyei Adam: A szamtani-mértani kozép és egyéb érdekességek I1. Ko-
MalL, 2009. méarcius., 130-139. p. URL http://db.komal .hu/KomalHU/
showpdf .phtml7tabla=Cikk&id=201211.

13


http://db.komal.hu/KomalHU/showpdf.phtml?tabla=Cikk&id=200523
http://db.komal.hu/KomalHU/showpdf.phtml?tabla=Cikk&id=200523
http://db.komal.hu/KomalHU/showpdf.phtml?tabla=Cikk&id=200574
http://db.komal.hu/KomalHU/showpdf.phtml?tabla=Cikk&id=200574
http://db.komal.hu/KomalHU/showpdf.phtml?tabla=Cikk&id=198871
http://db.komal.hu/KomalHU/showpdf.phtml?tabla=Cikk&id=198871
https://www.youtube.com/watch?v=gTqLQO3L4Ko
http://db.komal.hu/KomalHU/showpdf.phtml?tabla=Cikk&id=198872
http://db.komal.hu/KomalHU/showpdf.phtml?tabla=Cikk&id=198872
https://www.youtube.com/watch?v=YdneSMKObls
http://db.komal.hu/KomalHU/showpdf.phtml?tabla=Cikk&id=200923
http://db.komal.hu/KomalHU/showpdf.phtml?tabla=Cikk&id=200923
http://db.komal.hu/KomalHU/showpdf.phtml?tabla=Cikk&id=201205
http://db.komal.hu/KomalHU/showpdf.phtml?tabla=Cikk&id=201205
http://db.komal.hu/KomalHU/showpdf.phtml?tabla=Cikk&id=201211
http://db.komal.hu/KomalHU/showpdf.phtml?tabla=Cikk&id=201211

	Bevezetés
	Energiaminimum-elv a mechanikában
	Rugón nyugvó test
	Töltések egyensúlya függőleges helyzetben
	Belógó kötélre akasztott csiga
	Matematikai kitekintés
	Félgömbön billegő tégla
	Izogonális pont

	,,Okos'' szappanhártyák
	A felületi feszültség
	Kísérletek
	A görbületi nyomás

	Hivatkozások

