fizika
Kinematika
2016. februar 12.

Kinematika feladatokat oldunk meg, ,szamarharomszog” helyett fiiggvényvizsgalattal.

A szamérharomszoggel az a baj, hogy a feladat megértése helyett valami ,szabaly”
formalis hasznalatara épiil. Ha példaul valaki s, ¢ és v kozott egy formaélis kapcsolatot
magol be, akkor a kévetkez6 feladattal nehézségei lehetnek:

Mekkora v utat tesz meg s id6 alatt egy t sebességgel mozgo test?

A kinematikdban csak leirjuk a mozgast (az okaival egyel6re nem foglalkozunk). Lé-
nyegében csak arra a kérdésre keressiik a valaszt, hogy mikor hol van a test.

Egy kicsiny test (pontszert test, tomegpont) helyzetét altalanos esetben egy kivalasz-
tott kezdGponthoz (origd) viszonyitva egy vektorral (helyvektor) adhatunk meg. A vek-
tort pedig alkalmasan valasztott koordinata-rendszerben koordinataival irhatjuk le. Ha a
mozgas egy dimenzioban (egy egyenes mentén) torténik, akkor a helyzetét egy elGjeles
tavolsag, az origbhoz viszonyitott elmozdulds adja meg.

Az id6t altalaban szintén egy kivalasztott kezddpillanathoz viszonyitva adjuk meg. Az
egyenesvonali mozgast végzs test mozgasat az z(t) elmozdulas—idé6 fliggvény egyértelmien
leirja.

1. Egyenesvonali egyenletes mozgasok, talalkozasok

A feladatok megoldasa elGtt fontos rogziteniink a koordinata-rendszeriinket: megadni
az origdt, a pozitiv irdnyt, és a kezdd pillanatot.

Ezutan méar megvizsgalhatjuk a kezdeti feltételeket, azaz megallapithatjuk, hogy a
t = 0 pillanatban (vagy a mozgas kezdetekor) hol van a vizsgalt test. A test kezdeti z(0)
helyét az egyszertiség kedvéért gyakran zy-lal fogjuk jelolni.

Nézziink egy egyszert feladatot: A és B varos egymastél 12km tavolsiagra van az
orszaguton. A-bol reggel 8:00-kor indul egy biciklis B-be, sebessége 20 km /h. Egy motoros
8:15-kor indul utdna 50 km/h sebességgel. Egy autd pedig 8:20-kor B-bél indul A felé
60 km/h sebességgel.

Kivel talalkozik el6bb az autés? Mikor és hol lesznek a talalkozésok?

Az események attekintését segiti, ha a testek mozgaséit egy elmozdulas—idé grafikonon
abrazoljuk. Legyen az orig6 A-ban, mutasson B felé a porzitiv irdny, és valasszuk t = 0
pillanatnak a reggel 8 orat!
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Az egyes jarmiivek kezdeti helyzetét a szoveg alapjan konnyen berajzolhatjuk a gra-
fikonba. A mozgéasokat pedig egyenesek (linearis fiiggvények) fogjak abrazolni, hiszen a
jarmivek alland6 sebességgel mozognak. Az egyenesek meredekségét a sebesség hatarozza
meg: a sebességek alapjan konnyen kiszdmolhatjuk, hogy fél 6ra vagy negyed ora alatt
mennyit tesz meg a jarmd, és ennek alapjan berajzolhatjuk az egyeneseket.

Talélkozéas az, amikor két test ugyanakkor ugyanott van, azaz ahol a grafikonok met-
szik egymast. Lathatod, hogy a harom talidlkozas majdnem egybeesik. Nagyon pontosan
kell rajzolni ahhoz, hogy elddntsiik, melyik torténik el6bb. A pontosabb szamolashoz irjuk
fel az egyes jarmiivek elmozdulas—idé fiiggvényét! A fliggvényekben a mértékegységeket
az attekinthetdség kedvéért nem irjuk ki: a tavolsagokat km-ben, az id6t érdban, a sebes-
ségeket km /h egységekben mérjiik.

biciklis:

Il(t) == Ult = 20t
motoros:
autos:

z3(t) = d — v3(t — t3) = 12 — 60(t — 0,333) = —60¢ -+ 32

A talalkozasok id6pontjat dgy kapjuk meg, ha két idéfiiggvényt egymassal egyenlGvé
tesziink. A talalkozas helye pedig adodik, ha ezt az id6t behelyettesitjiik valamelyik fligg-
vénybe.

biciklis és motoros:

z1(t) = z2(t)
20t19 = 50t — 12,5
ty = 0,417h = 25’
T19 = 1(t12) = 20t;5 = 8,33 km

biciklis és autos:

z1(t) = w5(1)
20t13 = —60t13 + 32
t15 = 0,40 = 24’
x13 = x1(t13) = 20t13 = 8km

motoros és autos:

za(t) = w3(t)
50tog — 12,5 = —60ty3 + 32
tos = 0,404 h = 24,3’
To3 = Xo(taz) = H0ta3 — 12,5 = 7,7km

Ezek szerint az autos és a kerékparos talalkozik el6szor.



2. Egyenletes mozgas: kovetkeztetések a grafikonokbol
Egy egyenletes mozgas idéfiiggvénye altalanos alakban:

z(t) = xo + vt

ahol xy a test elmozdulasa a ¢t = 0 id6pillanatban. Ez egy linearis fiiggvény

A fiiggvény grafikonarol leolvashato az egyenes meredeksége, amely épp a test sebes-
sége:
Ax
A=
Ha az egyenes vizszintes, a meredekség 0, a test all. Ha az egyenes emelkedik, a test
a pozitiv irdnyba mozog, v > 0, ha az egyenes lejt, v < 0, a test a kivalasztott pozitiv
irdnnyal ellentétes iranyba mozog. Minél meredekebb az egyenes, annal nagyobb a sebesség
abszolat értéke, annal gyorsabb a test.
Ez a kapcsolat altalaban is igaz: tetsz6leges mozgés esetében az elmozdulés—idé fiigg-
vény meredeksége megadja a test (id6ben altalaban nem allando, pillanatnyi) sebességét.

.

Abrazoljuk a sebességet is az id6 fiiggvényében! Ez az egyenletes mozgas esetében egy
konstansfiiggvény.

A grafikonon beszinezett teriilet nagysaga éppen a test At id6 alatti elmozdulésat adja
meg:

vAt = Ax.

A test elmozdulasanak teljes megvéltozasat a teljes ,,gorbe” alatti teriilet adja meg. A
test tényleges elmozdulasdnak meghatarozasiahoz azonban tudni kell a test zy elmozdula-
sat a mozgas elején (kezdeti feltétel).

Ha a sebesség negativ, akkor a teriilet az egyenes felett van, ilyenkor az elmozdulés
megvaltozasa negativ.



Ez a kapcsolat altalaban is igaz: tetszdleges mozgas esetében a sebesség—idé fiiggvény
gorbe alatti (elgjeles) teriilete megadja a test elmozdulasanak megvaltozasat.

3. Altalanos mozgas elemzése
Az abran egy altalanos mozgas elmozdulas—id§ fiiggvénye lathaté. Ez alapjan szeret-
nénk felvazolni a test sebesség—id6 grafikonjat.

X

Amikor az elmozdulés novekszik, a test sebessége pozitiv. Ilyen a (0,t1) és a (t3,14)
idGintervallum. Amikor a fiiggvény csokken, esetiinkben a (¢q,¢3) id6intervallum, a test
sebessége negativ.

Ebbdél kovetkezik, hogy amikor az elmozdulas—idé fiiggvény novekedésbdl csokkenésbe
valt, azaz amikor a fiiggvénynek (lokalis) maximuma van, vagy amikor csékkenésbdl no-
vekedésbe valt, azaz amikor a fiiggvénynek (lokalis) minimuma van, akkor a sebesség-idé
fiiggvény elGjelet valt. Mivel a test sebessége folytonosan valtozik, az elmozduldsfiggvény
szélsdértékénél a sebesség nulla.

A sebesség—id6 grafikonnak tehat megvannak mar a zérushelyei (¢; és t3).

X
t
7, A f 7

\%
\ t

A sebesség nagysagat az elmozdulas—id6 grafikon meredeksége adja meg. Kezdetben a
meredekség folyamatosan csokken, igy a sebesség egy kezdeti pozitiv értékrsl folyamato-
san csokken. Az elmozdulds-id§ grafikon a maximuma utan (ahol a sebesség nulla) egyre
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meredekebben lejt, igy a sebesség egyre nagyobb abszolit értékd negativ érték lesz. A
sebesség-id6 fiiggvény minimuma ott lesz, ahol az elmozdulas—idé grafikon legmerede-
kebben lejt (¢ pillanat). A sebesség ezutan is negativ (hiszen az elmozdulas csokken),
de egyre kisebb abszolut értéki (hiszen az elmozdulas—idé grafikon egyre laposabb). Az
elmozdulas—id6 grafikon minimumbhelyénél a sebesség nulla, majd egyre nagyobb pozitiv
érték lesz, hiszen az elmozdulas—id§ grafikon egyre meredekebben emelkedik.

Ezek alapjan méar felvazolhattuk a sebesség-id6 grafikont.

4. Egyenletesen gyorsulé mozgas
Ha a test sebessége id6ben linearisan valtozik, akkor egyenletesen gyorsulo (lassuld)
mozgasrol beszéliink. Az abran egy ilyen mozgés sebesség—id6 grafikonja lathato.

A grafikon meredeksége megadja a sebesség valtozasi sebességét, azaz a test gyorsu-
lasat. A sebességfiiggvény altalanos alakja:

v(t) = v + at,

ahol vy a test sebessége a t = 0 pillanatban.

Ha a = 0, a sebesség allando, ha a > 0, a test sebessége ng, ha a < 0, csokken. Minél
meredekebb a gorbe, annal nagyobb a gyorsulds abszolit értéke.

Ez a kapcsolat altalaban is igaz: egy altalanos mozgésnal a sebesség—id6 grafikon me-
redeksége megadja az altalaban id6ben valtozo (pillanatnyi) gyorsulést.

Figyeljiink arra, hogy a gyorsuldsnal csak a m/s®> mértékegység hasznalatos, és igy
ilyenkor a sebességet m/s-ban, az id6t s-ban kell mérniink.

Vizsgaljuk meg most is a sebesség—idé grafikon alatti teriiletet!

v(t)=v,tat

R S



A test elmozdulédsanak megvaltozasa a gorbe alatti teriilet. A trapéz teriiletképlete
alapjan
Vg + (Uo + at) a o
2 = gt + =12,
2 !
amibdl a test elmozdulasa a kezdeti g elmozdulas ismeretében:

Ax =

x(t) = xo + vot + th :

Az egyenletesen gyorsuldé mozgés elmozdulas-idé fliggvénye egy méasodfoku fiiggvény,
grafikonja egy parabolaiv.

Xo

A grafikon az xy pontbdl indul. Kezdeti meredeksége olyan, mintha egy vy (pozitiv)
sebességii egyenletes mozgas grafikonjat rajzolnank (szaggatott vonal). A sebesség ezutan
folyamatosan né (ha a pozitiv), igy a gérbe egyre meredekebb lesz.

A gyorsulas—id§ grafikon egyenletesen gyorsulé mozgasnél egy konstansfiiggvény.

A gorbe alatt beszinezett teriilet megadja a test sebességének megvaltozasat At id6
alatt:
alAt = Av.

A test sebességének teljes megvaltozasat a teljes gorbe alatti teriilet adja meg. A test
sebességének meghatarozasahoz azonban tudni kell a test vy kezdGsebességét.

Ha a gyorsulas negativ, akkor a teriilet az egyenes felett van, ilyenkor a sebesség
csokken.

Ez a kapcsolat altalaban is igaz: tetszéleges mozgés esetében a gyorsulas—ido fiiggvény
gorbe alatti (elGjeles) teriilete megadja a test sebességének megvaltozasat.
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5. Ferde hajitas

A szabadesés, fiiggGleges hajitas, vizszintes hajitas és a ferde hajitas olyan mozga-
sok, ahol a testre csak a nehézségi eré hat. (A valosagban az elejtett, eldobott testekre
hat a kozegellenallas is, de példaul a silylokésnél a golyd mérete, stirlisége és sebessége
miatt a légellenallas jo kozelitéssel elhanyagolhato.) A nehézségi erd hatasara a testnek
fiiggSlegesen lefelé mutatd, g nagysagu gyorsulasa lesz. A kovetkezGkben a ferde haji-
tast vizsgaljuk, hiszen a tobbi mozgéas ennek specidlis esete (a kezdeti feltételek specialis
megvalasztasaval).

A ferde hajitas az eddig targyalt mozgasokkal ellentétben nem egyenesvonalit moz-
gés, a test egy sikban mozog. A kozegellenallas hianya miatt azonban a test vizszintes
és fliggbleges mozgésa egymastol fiiggetleniil tanulményozhaté: a test vizszintes irdnyban
egyenletesen (allando sebességgel) mozog, fiiggslegesen pedig egyenletes (éllando) gyor-
sulassal.

A mozgas leirasahoz valasszunk olyan koordindta-rendszert, ahol az z-tengely vizszin-
tes, az y-tengely pedig fiigg6legesen felfelé mutat (és a mozgés az -y sikban torténik). A
testnek igy nincsen z-irdnya gyorsuldsa, az y-irdnyt gyorsuldsa pedig a, = —g.

Az origot vegyiik fel a vizszintes talaj azon pontjaban, amely f6lott a testet eldobjuk.
A test koordinatai eszerint a ¢ = 0 pillanatban:

Yo=h.

A testet ebbdl a pontbol vy sebességgel, a vizszinteshez képest a szogben (pozitiv «
esetén ferdén felfelé) dobjuk el. A test kezdGsebesség-koordinatai igy:

Vo = Vg COS (X

Vyo = Vo SIN Y.

Z0, Yo, Vz0 €S Vyo egylitt hatarozzak meg a kezdeti feltételeket.
Ezek segitségével felirhatjuk a mozgast leir6 idéfiiggvényeket:

x(t) = vyt = v cos at
Uz (t) = Vg0 = Vg COS
a;(t) =0
y(t) = yo + vyot + Qytz h + v sin ot — th
vy (t) = vyo + ayt = vosina — gt
ay(t) =

Ezek utan egy sor kérdésre mar konnyen valaszolhatunk!

1. Milyen magasra jut a test a mozgéasa soran?

Ehhez el6szor azt valaszoljuk meg, hogy mikor ér a test a palya tetGpontjara! Addig,
amig a test emelkedik, y-irdnya sebességkomponense pozitiv, a test esése kozben viszont
negativ lesz. A test akkor éri el a pélya tetGpontjat, amikor a fligg6leges iranyt sebessége
nulla lesz. Ezt a kapcsolatot lathatjuk a kévetkezd két grafikonon.
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Ez alapjan mar konnyen meghatarozhatunk minden kérdéses mennyiséget. Azt a t;
idépontot, amikor a test eléri a tetdpontjat az v, (t) = 0 egyenlet gyoke adja meg:

vosina — gty =0
Vg Sin o
[Y

t:

Milyen magasan lesz ekkor a test? Ehhez a megkapott t; id6pontot be kell helyettesiteni
az y(t) fliggvénybe:

visin?a godsin’®a v2sin? a
0 9 _p g oS
> .
g 2 g 29

Yy = y(tt) = h + vy sinat, — gtf = h+

Mekkora lesz itt a test sebessége? A test fliggbleges sebessége nulla, de vizszintesen
allando6 sebességgel mozog:
UV = U, = Uy COS .

2. Milyen palyan mozog a test?
A test palyajat megado y(x) fiiggvényt az x(t) és y(t) fiiggvényekbol ¢ kikiiszobolésével
kapjuk meg. x(t)-bdl t-t kifejezve:

i
t=

Vg cos

majd ezt y(t)-be behelyettesitve:

g z? g 2

T ora ., httgar — o
Upcosa 205 Cos o 2v§ cos® o

y(r) = h+ vy sina

Ez egy méasodfoku fiiggvény, a test parabolapalyan mozog.
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3. Hol ér foldet a test?
Ehhez ismét elGszor arra a kérdésre valaszolunk, hogy mikor ér foldet. A foldet érés t¢
id6pontjat az y(t) = 0 egyenlet gytke adja meg:

h—i—vosinatf—gt?zo.

Az egyenlet két gyoke koziil a pozitiv adja meg a keresett idgpillanatot (a mozgés a t = 0
pillanatban kezdddik, a negativ értéknek nincs értelme):

b sina + v/v2sin a + 2gh
F= :
9

Milyen messze ér foldet? Helyettesitsiik be a ¢ értéket az z(t) fiiggvénybe:

vosina 4+ /v2sin? a + 2gh
xe = x(tf) = 0 \/ 0 g Uy COS (v .
g

Mekkora lesz a foldet éréskor a sebessége? A vizszintes sebességkomponens végig allando.
A fiiggdleges sebességkomponenst a v, (t) fiiggvénybdl kaphatjuk meg ¢ behelyettesitéssel:

vy (te) = vosina — <v0 sin o + \/vg sin® v + 29h> = —\/vg sin® a + 2gh .

A foldet érés sebességét a két sebességkomponenshdl a Pitagorasz-tétel alapjan hatéroz-

hatjuk meg:
vp = 4 Jv2 02 = \/v§c082a+v(2)sin2a+2gh: \/vg—l—Zgh.

4. Milyen szogben kell (adott magassaghol, adott kezdGsebességgel) eldobni a testet,
hogy a lehets legmesszebb repiiljon?
Az el6bb meghataroztuk x; kifejezését, tekintsiik ezt most a fliggvényeként:

sin 2sin® a + 2gh v3 2gh
xf(a)zvo ! OH_\/UO ! e vgcosa = 2 | [ sina + 4 [sin® o + I ) cosal .

g g g

Azt az « szoget keressiik, ahol ez a kifejezés (rogzitett v és h esetén) maximalis.



A ? szorz6 egy pozitiv konstans. A tavolsag akkor lesz maximalis, ahol a szogletes

zardjelben lévs kifejezés maximaélis. Ez a-n kiviil csak a k = 25—2h konstanstol fiigg, ezt
0

behelyettesitve a vizsgalando fiiggvény:
fla) = (sina + Vsin? a + k:> oS (v

A fiiggvény maximumhelyét — kiilénbo6z6 k értékek esetén — grafikusan kereshetjiik
meg, a fiiggvény abrazolasaval. Ezt példaul Excel tablazatkezelvel is megtehetjiik (lasd a
honlapra feltoltott fajlt). A grafikonon harom kiilonb6z6 k érték esetében lathato az f(«)
fiiggveény.

0 45 90

Ha a testet a foldrdl inditjuk (h = 0 és igy k£ = 0), akkor a maximalis tavolsag
a = 45°-nél lesz, amit grafikon nélkiil is megkaphatunk:

fla)|g=0 = <sina—i— sin2a+0> cos a = 2sin acos o = sin 2«

a sin 2« fiiggvénynek pedig 2a = 90°, azaz o = 45°-nal van maximuma.
Ha k értéke nagyobb (magasabbrol dobjuk el), akkor a maximum egyre kisebb sz6-
geknél lesz.

6. Harmonikus rezgémozgés
A természetben nagyon gyakori a harmonikus rezgémozgas. Ennek elmozdulas-id6
fiiggvénye egy szinuszos (vagy koszinuszos) fiiggvény:

z(t) = Asinwt .
Ebben A a rezgés amplituddja (maximalis kitérése), w pedig a rezgés kiorfrekvencidja,

amely a rezgés T periodusidejével és f frekvencidjaval a kovetkezd kapcsolatban van:

w=—=27f.

7 =2/
(Az w jelolés onnan szarmazik, hogy egy omega szogsebességii kormozgas vetiilete egy
omega korfrekvenciaju rezges.)

Rajzoljuk fel az elmozdulés-idé fliggvényt, majd probaljuk meg ennek elemzése alapjan
a sebesség-id6 és gyorsulas—idé fiiggvényt is felvazolnil!
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A fliggvénynek az els6 peridusban a T'/4 pillanatban maximuma, a 37'/4 pillanatban
minimuma van. Ahogy korabban lattuk, ezekben a pillanatokban a sebesség nulla. Ezzel
mar megkaptuk a sebesség-idé fiiggvény zérushelyeit.

Ahol az elmozdulas—-idé fliggvény né, a sebesség-idé fiiggvény pozitiv. Annal nagyobb,
minél meredekebb z(t). A fiiggvény a t = 0 (és a t = nT', ahol n egész) pillanatban né
a legmeredekebben, igy a sebességfiiggvénynek ezekben a pillanatokban lesz maximuma.
Hasonloan, a 7'/2 pillanatban, ahol x(t) a legmeredekebben csékken, v(t)-nek minimuma
lesz.

Meg kell hatarozni a v(t) fiiggvény maximuméanak és a minimuméanak nagysagat is.
Ezt az x(t) fliggvény meredeksége adja meg. Ennek kiszamitasahoz gondoljunk bele, hogy
az x = sint fiiggvénynek a ¢t = 0 helyen 1 a meredeksége (a szinuszfiiggvény definicioja
alapjan belathato, vagy szamologépen kénnyen kiprobéalhatd, hogy a nagyon kis szdgek
szinusza kozel egyenls a szog radianban mért értékével). Ha a fiiggvényt megszorozzuk
A-val, akkor a fliggvény képe fiigg6legesen megnyiilik, és meredeksége is A-szorosara nd.
Ha a fliggvény argumentumat szorozzuk w-val, akkor a fliggvény képe vizszintesen Ossze-
nyomodik, amit6l a meredekség szintén megns, w-szorosara valtozik. Az x(t) = Asinwt
fiiggvény meredeksége a t = 0 (és a t = T') pillanatban tehat Aw, a t = T'/2 pillanatban
pedig —Aw. A sebességamplitids (a sebesség maximalis értéke) tehat

Vmax = Aw .

Ezek alapjan mar elég sok pontja megrajzolhato a sebesség—idé fliggvénynek. A v(t)
gorbe megrajzolasahoz még ki kéne szamolni néhany mésik pontban is z(t) meredekségét,
de most ehelyett bizonyitas nélkiil elfogadjuk, hogy a kiszamitott pontokat 0sszekots gorbe
egy koszinuszfiiggvény lesz.

v(t) = Aw cos wt .

Hasonl6é gondolatmenettel kaphatjuk meg a gyorsulas—idé fiiggvényt is a sebesség—
id6 fiiggvénybdl. A gyorsulas maximaélis értékét (a gyorsulasamplitidot) a sebesség—idé
grafikon legnagyobb meredeksége adja meg, ami az el6z6 gondolatmenettel

Ao = Aw? .

A gyorsulas—idé fliggvény egy szinuszfiiggvény minusz egyszerese:

a(t) = —Aw?sin wt .
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Vegyiik észre, hogy test gyorsulasa minden pillanatban aranyos a kitérésével, és az
aranyossagi tényezs negativ (—w?). Dinamikai megfontolasok alapjén ebbdl az kivetkezik,
hogy a harmonikus rezgémozgashoz a kitéréssel aranyos visszatéritG erd sziikséges.

7. Szabadesés légellenallassal

A honlapra feltoltott masik Excel fajl egy példat mutat arra, hogy sokszor bonyolult
feladatokra is konnyen lehet kozelité numerikus eredményt kapni.

Egy légellenallassal es6 test gyorsulasdnak nagysiga

‘CL| =9 kUQ )
ahol g a nehézségi gyorsulés, v a test sebessége, k pedig a test alakjatol, méretétsl, téme-
gétdl, valamint a levegd siirtiségétdl fiiggs allando.
A testet h magassiagban nyugalmi helyzetbdl elengedjiik, igy kezdetben ¢t = 0, v(0) = 0,

x(0) = h, ebbdl az allapotbol indulunk.
A test gyorsuldsa v(t) ismeretében minden pillanatban meghatarozhato:

a(t) = —g + kv*(t)

A gyorsulés elegendGen kicsi At id§ alatt nagyon keveset valtozik, ezért a test sebessége
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és helyzete At idGvel késébb jo kozelitéssel:

v(t+ At) =v(t) + a(t) At
() + v(t + A)

At.
5 t

z(t+ At) = x(t) +

Ezek ismeretében mar meghatarozhatjuk a(t + At) értékét, és igy tovabb.
Figyelniink kell a leallasi feltételre is, azaz hogy mikor lesz x(t) < 0.

Vanko Péter

13



