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Csatolt rezgések

Eddig olyan rezgd rendszerekkel foglalkoztunk, amelyekben a rezgést egyetlen
mennyiséggel lehet jellemezni. A mechanikai rezgések esetén ez azt jelenti, hogy
egydimenzios rezgéseket vizsgaltunk, ahol a rezgd tomeg egyetlen koordinatja valtozott a
rezgés sordn, vagyis a rezgd tomegnek egyetlen szabadsagi foka volt.

Bonyolultabb a rezgés leirasa, ha a rezgd tomegnek tobb szabadsagi foka van. Ilyen esettel
is talalkoztunk, amikor két egymdsra merdleges rezgés dsszetevését vizsgaltuk. Ebben az
esetben a tomeg egyidejiileg két egymasra merdleges egyenes mentén rezeghet, mas szdval
a rendszernek két szabadsagi foka van. Ugyanilyen két szabadsagi foku rendszert kapunk,
ha egy inga lengésénél megengedjiik, hogy az inga ne csak egy sikban, hanem két
egymasra merdleges sikban lengjen. Fontos koriilmény, hogy a két egymasra merdleges
rezgés mindkét emlitett esetben egymastdl fliggetlen, az egyik szabadsagi foknak
megfeleld rezgés a masik szabadsagi foknak megfeleld rezgést nem befolyasolja, igy
példaul egymasnak nem tudnak energiat atadni.

Ennél joval bonyolultabbak azok a tobb szabadsagi fokl rendszerek, amelyeknél az egyes
szabadsagi fokoknak megfeleld rezgések egymadst befolyasoljak, egymasnak energiat
tudnak atadni. Az ilyen rezgések kozott tehat valamilyen csatoldas mikodik, ezért ezeket
csatolt rezgéseknek nevezik.

A csatolt rezgések egy szemléletes €s viszonylag egyszeru esetét valositja meg az un.
kettos inga, amelynek vazlata az dbran lathato.

KISERLET:

Két azonos lengésidejii (tehat azonos / hossziisagl) ingat (/ és 2)
nem tul erds rugoval dsszekotiink egymassal, majd pl. az / ingét a
két felfiiggesztési ponton atmend fliggdleges sikban balra kitéritjiik,
és elengedjiik. Ekkor az [/ inga lengésbe jon, de a rezgés
amplitidoja fokozatosan csokken, mikézben a 2 inga ugyanebben a
sikban egyre nagyobb kitéréssel lengeni kezd. Amikor az / inga gyenge
megall, a 2 inga maximalis amplitidoval leng. Ezutan a két inga rugo
szerepet cserél, most a 2 inga amplitiddja csokken, €s az / inga
amplitidoja nd. Ez a folyamat addig folytatodik, amig a csillapodas
miatt a teljes rezgési energia elfogy.

A kisérletben szerepld rendszer két ingdbdl all, amelyek egy megadott sikban lengenek,
ezért mindegyik ingdnak egy szabadsagi foka van, igy az egész rendszernek Osszesen két
szabadsagi foka van. A kisérletbdl vildgosan latszik, hogy a két szabadsagi foknak
megfeleld lengések, vagyis a két inga lengései egymast befolyéasoljak, a két inga kozott
periodikus energiacsere zajlik. Az
ingdk kozott a csatolast a rugd hozza
létre.

Ha az ingak kitérésének idofiiggését
felrajzoljuk, akkor az 4&bran lathatd
gorbéket kapjuk.

A két inga amplitiddjanak periodikus
valtozasat befolyasolja a két ingat
Osszekotd rugd erdssége, amit a D
rugdallandoval jellemezhetiink.
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Erésebb rugo esetén is hasonld rezgést tapasztalunk, de a két inga kdzott gyorsabban zajlik
az energiaatadas, vagyis az amplitudovaltozas frekvencidja nagyobb lesz. Gyenge rugo,
vagyis kis rugéallando esetén azt mondjuk, hogy a két inga kozotti csatolas laza, nagy
rugoallandonal pedig szoros csatoldsrol beszéliink.

Az ingédk kitérését megadd gorbék szemmel lathatéan ugyanolyanok, mint a lebegés
korabban megismert kitérés-idé gorbéje, vagyis a csatolt ingdk mindegyike lebegést végez.
Laza csatolas esetén a lebegés frekvencidja kicsi, ami azt jelenti, hogy itt két egymashoz
kozeli frekvencidji rezgés 0sszegzddésérdl van szo. A kisérleti gorbékbol meghatarozhato,
hogy milyen két frekvenciarol van szo, sot a vizsgalatok azt is megmutatjak, hogy ez a két
frekvencia a rendszer meghatarozott specidlis rezgéseihez tartozik, amelyeket a rendszer
normalrezgéseinek neveznek.

A Kkettds inga két normalrezgését a mellékelt
abra mutatja. Az els6 rezgés ugy jon létre,
hogy mindkét ingat ugyanabban az iranyban,
ugyanolyan mértékben kitéritjlik (az abran
jobbra), ¢és elengedjik. Ekkor a két inga
kozotti rugd nem fesziil meg, a két inga kozott
tehat nincs csatolds, ¢és mindkettd az ingak

%

kozds o, :\/% sajat  korfrekvenciajaval X X X, Y

rezeg.
A masodik normalrezgés ugy valodsithatd meg, hogy a két ingat egymassal ellentétes
iranyban, ugyanolyan mértékben téritjiik ki, és elenged;jiik. Ekkor az ingdk kozotti csatolas
miikodik, és a rug6 jelenléte miatt az ingdk @, -nél nagyobb frekvenciaval rezegnek. Mivel
a rugd kozépso pontja a rezgés soran helyben marad, ez a frekvencia egy rogzitett végi
rugohoz kapcsolt inga frekvenciajaval egyenld. Ennek alapjan a rezgés korfrekvencidja

@, =, /% + % , ahol m a rezgd tomegek nagysaga.

A lebegés frekvencidja a két normalrezgés korfrekvenciajanak kiilonbségével egyenlo:
Ao, =0, -, .
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A kettds inga mozgasat leird egyenleteket kis kitérések esetén viszonylag egyszertien megkaphatjuk az ingdk
tomegeire felirt mozgasegyenletek segitségével. Ekkor feltehetjiik, hogy a tomegek csak az x-tengely mentén

3 4 7 s . r r s 7 L r r . l x
mozognak, és az ingak radjanak & szogelfordulasa ardnyos az x-iranyu kitéréssel, hiszen ekkor ¢ =— ~ —

/

(itti a 3 szoghoz tartozo koriv hossza.)
A fenti egyszerlsités miatt a szabadon lend inga eredeti

mw=—m%3(t)

ar’
mozgasegyenlete helyett a
d’x(t
m dtg ):_W%x(t) gyenge

egyenletet hasznalhatjuk.
Ezt az egyenletet ki kell egésziteni a csatolo rugd altal az egyes tomegekre . 2
kifejtett er6vel. Ez a két inga esetén a kovetkezoképpen hatarozhaté meg. Ha az

I test kitérése X,, a 2 test kitérése pedig X,, akkor az abran hasznalt 1

koordinatatengely-iranyitas mellett a rugé megnytlasa Ax = x, —x,. Ennek
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megfelelden az / tomegre hat6 rugderd
Fy=D(x,~x,)
a 2 tomegre hato6 rugoerd pedig
F,=-D(x,-x,).

Ezeknek az erdknek a beirasa, és m-mel vald osztds utan a két tomegre érvényes mozgasegyenlet:

d'x(t) g D _
s lxz(r)+m(xm x,(t))
d'x,(t)__ g _,, D _
= ()= (1) = x, (1))

Ez két egyenlet szolgal a meghatarozando két kitérés-fiiggvény meghatarozasara. A megoldast jelentGsen
megneheziti, hogy mindkét egyenletben szerepel mindkét fiiggvény. Vagyis nem egyszerii
differencialegyenletekrol, hanem differencidlegyenlet rendszerrél van szo. Szerencsére az egyenletrendszer
egy atalakitassal mégis viszonylag egyszertien megoldhato.

El6szor irjuk fel a két egyenlet 6sszegét €s kiilonbségét:

d’(x,+x,)
(dltz 2 :_f(xz"'xz)
d’(x,—x 2D

(itt az egyszerliség kedvéért az idofiiggést nem jeldltiik).
Ha bevezetjiik az y,=Xx,+Xx, és az ), =X,—X, jelolést, é az egyenleteket atrendezziik, akkor
azonnal latszik, hogy erre a két fiiggvényre két harmonikus rezgést leird differencidlegyenletet kapunk:

d’y, . g

LR RE
a1

d’y, (g 2D

—=+| =+ — |y, =0.
a’ 1 m )

Tudjuk, hogy ezeknek az egyenleteknek a megoldasa
w, = \/g illetve w, =5+ 2D
/ I m

korfrekvenciaju harmonikus rezgés, amit pl. koszinusz fliggvénnyel irhatunk le:
y,(t)=Acos(wit+¢,)
y,(t)=Bcos(w,t+ @, ).

sy

X, +x,=Acos(wit+¢,)
X, —x, =Bcos(w,t+ ¢, ).

A két egyenlet 6sszeadasaval illetve kivondsaval az egyes ingak lengését leiro fiiggvényeket is megkaphatjuk

x,(t)= gcos(wjt +¢)1)+§cos(a)2t+ ®,)

X,(t)= %cos(a)lt +¢,) —gcos(a)zt +¢,).

Lathato, hogy — a varakozasnak megfeleléen — mindkét inga lengése lebegés, ami a fenti @, és @,

korfrekvenciaju normalrezgések dsszeadodasanak eredménye.
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Ha a rendszer szabadsagi fokainak szamat noveljiik, akkor a tapasztalat szerint né a normal
rezgések szama is. Kimutathat6, hogy a normalrezgések szdma megegyezik a szabadsagi
fokok szamaval. Ha példaul a kettds ingdhoz még egy ingat csatolunk, akkor a szabadsagi
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fokok szama, és a normalrezgések szama is 3 lesz. A szabadsagi fokok tovabbi novelésével

az igen nagy szabadsagi fokq, kiterjedt testek rezgései is modellezhetok.

A csatolt mechanikai rezgésekkel kapcsolatban még két megjegyzést tesziink.

— Egy ilyen rendszerben az egyik rezgd tomeg rezgése a csatolas révén tulajdonképpen
atterjed a tobbire, ami a kés6bb targyalandd hullamterjedés alapfolyamata.

— Rezgd rendszerek kolcsonhatasdval korabban, a kényszerrezgés targyaldsanal mar
foglalkoztunk. A kényszerrezgés abban kiilonbozik a csatolt rezgéstol, hogy ott a rezgd
rendszernek a kényszerrezgést okozo rezgésre vald visszahatdsa elhanyagolhato.



