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Rezgések

A rezgées éltalanos értelemben valamilyen mennyiség értékének bizonyos hatarok kozotti —
periodikus vagy nem periodikus — ingadozasat jelenti. Mivel az ilyen tipusu jelenségek
rendkiviil gyakoriak, a rezgésekkel kiilon is érdemes foglalkozni.

Fontos, hogy a fizikdban rezgés alatt nem csak a hétkoznapi értelemben rezgésnek nevezett
— altalaban mechanikai mozgéssal Osszekapcsolt — jelenségeket értjiik, hanem barmilyen
mennyiség "rezgés-tipusu" valtozasat. Rezgés lehet példaul egy tomegpont mozgasa, az
aram ingadozéasa egy elektromos aramkorben, az elektromos- vagy magneses erdtér
valtozésa.

A rezgés sordan ingadozd mennyiség iddbeli valtozésa
nagyon bonyolult lehet. Egy ilyen bonyolult esetet
mutatunk be a mellékelt abran, ahol egy — az x-tengely

mentén rezgd — tomegpont kitérésének idofiiggése (x(2))
lathato. AUAVAV“”W)VR
A gyakorlatban sziikebb értelemben rezgésnek egy
mennyiség tobbé-kevésbé periodikus ingadozasat nevezik.
A mennyiség 1iddbeli véltozdsa még ebben a

leegyszertisitett esetben is nagyon bonyolult és sokféle X(1)
lehet. A kovetkez6 abran egy ilyen periodikus, de eléggé A
bonyolult rezgés kitérés-ido fiiggvénye lathato.

A bonyolult rezgések leirdsat jelentésen megkonnyiti az a

matematikdbdl ismert tény, hogy barmilyen periodikus "
figgvény felirhaté megfeleléen valasztott szinusz és/vagy' \/ V \/
koszinusz, mas néven  harmonikus  fiiggvények
Osszegeként. (Ez az eljards emlékeztet egy fiiggvénynek
hatvanysor alakjaban torténd felirasara, csak itt a sor tagjai nem a valtoz6 hatvéanyai,
hanem annak harmonikus fliggvényei.) Matematikai modszerekkel az is kimutathatd, hogy
ha a rezgés nem periodikus, akkor harmonikus fiiggvények integraljaként allithato els.” Ez
azt jelenti, hogy barmilyen bonyolult rezgés eléallithatd olyan, Gn. harmonikus rezgések
Osszegeként, amelyeknek id6fliggését harmonikus fliggvény adja meg. Ez az egyik oka
annak, hogy a rezgések tanulmanyozasanal kitlintetett szerepet kap a harmonikus rezgés
sajatsdgainak megismerése. A harmonikus rezgés azonban azért is fontos, mert nagyon sok
valosagos rezgés kozelitdleg harmonikus rezgésnek tekinthetd (mas szavakkal ez azt
jelenti, hogy a fent emlitett Osszegzésben a rezgést leird fiiggvény egyetlen taggal jol
kozelithetd).

Annak ellenére, hogy a rezgés soran valtozd mennyiség természete és a rezgés
mechanizmusa az egyes esetekben mas ¢és mads, a kiillonbozd rezgések formalis leirasa
hasonld. A kiilonb6zd rezgési jelenségek azonban a fizika mas és mas teriileté¢hez
kapcsolodnak, ezért azokat részletesebben a megfeleld helyen targyaljuk. Elsdként a
hétkdznapi tapasztalatainkhoz legkozelebb all6 mechanikai rezgésekkel foglalkozunk,
amelyeknek targyaldsa egyben mintaul szolgal mas tipust rezgések leirasahoz is.

X(t) ‘

' Az 6sszeg altaldban mindkét fliggvényt tartalmazza, ha azonban az eléallitand6 fiiggvény paros, akkor csak
koszinusz-, ha pedig paratlan, akkor csak szinusz fiiggvények szerepelnek az dsszegben.
% A rezgéseknek harmonikus rezgésekre torténd felbontasarol késébb még lesz sz0.
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Szabad mechanikai rezgések

Szabad rezgésrol akkor beszElliink, ha a rezgésre képes rendszert a rezgés elinduldsa utan
magara hagyjuk. Ilyen rezgés jon létre példaul, ha egy rugdra felfiiggesztett tomeget az
egyensulyi helyzetébdl kimozditunk, és magara hagyjuk, vagy egy kondenzitort és
tekercset tartalmazd elektromos rezgdkorben a kondenzatort feltdltjiikk és a rendszert
magara hagyjuk.

Az alabbiakban szabad mechanikai rezgéseket vizsgalunk. Eldszor az energiaveszteség
nélkiilinek feltételezett ideélis, harmonikus rezgésekkel-, majd az energiaveszteség miatt
csillapodo rezgésekkel foglalkozunk.

Szabad harmonikus rezgések

Definicié szerint a harmonikus rezgés egy mennyiség olyan valtozasa, amelynek
idofliggése harmonikus (szinusz- vagy koszinusz) fliggvénnyel irhaté le. Kisérletileg
szabad harmonikus rezgést nem konnyli bemutatni, mivel a valdsagban a szabad rezgések
kisebb-nagyobb mértékben mindig csillapodnak. Kozelitéleg harmonikus rezgést azonban
tobbféleképpen is megvaldsithatunk.

KISERLETEK:

— Jo kozelitéssel harmonikus rezgést végez egy
rugora felfliggesztett tomeg, ha az egyensulyi
helyzetébol kitéritjiik, és elengedjiik (abra).

Az egyensulyi helyzettdl lefelé 4, maximalis
tavolsagra kitéritett tdmeg a megnyujtott rugod
hataséra felfel¢ indul, majd felfelé elérve az 4,
kitérést, megfordul, és lefelé halad, amig ujra

-—

eléri az induld helyzetet. ey ensuly : Aoki
helyzet

— A rezgés idofiiggése is konnyen bemutathato,
ha a rezgd testre egy irdszerkezetet tesziink, és
egy sik lapot egyenletes sebességgel elhtizunk a
rezgl test alatt. Ekkor az irdszerkezet Aaltal
kiilonb6z6 iddpontokban felirt nyomok a siklap
kiilonb6z6 helyeire keriilnek, és kirajzoljak a
kitérés 1dofliggését. Az abran egy rezgd acéllap
végére szerelt tii karcol nyomot egy kormozott
iiveglapon, amit a rezgésre merdlegesen v
sebességgel mozgatunk. A gorbén egy adott y

helyhez tartoz¢ idét a (=2 Osszefliggés adja
v

meg, egy teljes periddus ideje, a rezgésidd az

abra jeloléseivel: T =2
v
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KISERLETEK:

— Ha egy kormozgast végzd tomeget a korpalya
sikjaval parhuzamosan megvilagitunk, akkor az
arnyéka a vetités iranydra merdleges ernyon
harmonikus rezgdmozgast végez (dbra).

— Harmonikus rezgést kapunk akkor is, ha
magneses erdtérben egy drotkeretet egyenletesen
forgatunk az er6térre merdleges tengely koriil
(abra). Ekkor a keletkezett indukalt fesziiltség
idében harmonikus fiiggvény szerint valtozik,
amit katodsugar oszcilloszkop segitségével
konnyen bemutathatunk.

ernyé

7 Tx=A sinwt

A harmonikus rezgések tanulmanyozasat azzal
kezdjiik, hogy felirjuk az ilyen rezgést leird
figgvények kiilonb6zd alakjait, ezutdn mechanikai
példin  bemutatjuk a  harmonikus  rezgés
alapegyenletét, majd konkrét mechanikai- ¢és
elektromos rezgéseket targyalunk, végiil

foglalkozunk a rezgések soran bekdvetkezd energiaatalakulasokkal.

A harmonikus rezgeést leiré fuggvény alakjai

Az x-tengelyen mozgd tomegpont akkor végez harmonikus rezgdmozgast, ha
koordinatajanak idofiiggését az

x(t)=Asin(w,t+ @), vagy x(t)=Acos(w,t+¢)
tipusi fiiggvény irja le', ahol 4 a legnagyobb kitérés értéke, amit a rezgés
amplitudojanak neveznek, @y a rezgés T, rezgésidejét (egy periddus hosszat)

meghataroz6 korfrekvencia (o, :7”), @ pedig az idomérés kezdetétdl fiiggd
0

fazisallando.
A rezgések jellemzésére gyakran hasznélt f, frekvencia szamértéke az egységnyi
id6 alatt lezajlo rezgési periodusok szama, amely a fenti jellemzdkkel az
1 . , .,
£ :F:;)—” Osszefiiggésben van. A tovabbiakban altalaban a korfrekvenciat
y 2
hasznaljuk, de ebbdl a vele aranyos frekvencia a fenti Osszefliggés segitségével
mindig megkaphato.
Korabban mar sz6 volt arrél, hogy a harmonikus rezgés nem csak rezgémozgast
jelent. Harmonikus rezgésrdl beszéliink akkor is, ha egy aramkdérben mért /
aramerdsség- vagy U fesziiltség iddbeli valtozasa példaul az
I(t)=1,sin(wt+¢,),
U(t)=U, cos(w,t+@,)
Osszefiiggésekkel adhatd meg (itt 7, és U, az aramerdsség- illetve fesziiltség
maximalis értékét megado dramerdsség- illetve fesziiltség-amplitudo).

" A két fiiggvény a harmonikus rezgés leirasa szempontjabol egyenértékii, csak egy allandé fazisszoggel
kiilénboznek egymastol: cos( @yt + @ +n/2 ) =sin( oyt +¢) .
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Ha a szogek 0sszegének szinuszara (koszinuszara) vonatkozo ismert trigonometriai
Osszefiiggést alkalmazzuk, akkor a fenti kifejezéseket fazisszog bevezetése nélkiil
is felirhatjuk. Ez példaul az x(t) = Asin( w,t +¢) rezgés esetében az alabbi moédon

torténhet:
x(t)=Asin(wyt+¢)=Asinw,tcosp+ Acosw,tsing.
Bevezetve a B = Acosp, C=Asingp jeloléseket, a harmonikus rezgést leird
fiiggvény az aldbbi (az eredetivel egyenértékii) alakba irhato:
x(t)=Bsinwyt+Ccosw,t.

sfe sk sk sk sk st st sk sfe sk sk sk sk sk sk skoskoskoskok st sk sfe sk ske sk sk sk sk sk skeoskeoskeosko sk skeskeskoskosk sk sk sk ske sk sk sk st sk ske sk sk sk skeskoskoskosk

Gyakran el6fordul, hogy a szamolasok egyszeriisitése érdekében a harmonikus rezgés leirasara

komplex fiiggvényt haszndlnak. Ez elsé pillanatban kiilonosnek tiinik, hiszen a fizikai

mennyiségeket valos szamokkal adjuk meg. A komplex fiiggvények hasznalata a rezgések esetében

azt jelenti, hogy a szamolasoknal komplex mennyiségekkel dolgozunk, de a szamolas végén kapott

komplex végeredmeénybdl levalasztjuk a valodi fizikai  képzetes

eredményt megadd valds fiiggvényt. Erre a szdmolastechnikai rész

trilkkre az ad lehet6séget, hogy egyrészt egy komplex szam a

komplex szamsikon egy vektorként foghato fel, és harmonikus

fiiggvények linearis kombinacidjaként allithato eld (abra)
z=Acosa+idsina,

masrészt az un. Euler-Osszefiiggés segitségével exponencialis

alakban is felirhato: a valés

z=Acosa+idsina = Ae™ Acosa rész

Asina
>

(i= \/—_] a komplex egység). Az exponencidlis alak tobbek

kozott azért egyszerlsiti a szamolasokat, mert ennek a fiiggvénynek a differencialhanyadosa és
integralja 6nmaga konstans-szorosaval egyenld.

Egy harmonikus rezgést a fentiek alapjan az

X(t)=Acos(wt+@)+idsin( wt +¢p) =Ae' ¥

komplex fliggvénnyel jellemezhetiink, hozzatéve, hogy a rezgést fizikai értelemben leird fiiggvény a
komplex fliggvény

x(t)=ReXx(t)=Acos(wit+¢)
valodi része vagy

x(t)=Imx(t)=Asin( ot +¢)
képzetes része.
Az exponencialis alakkal szamolva, végeredményiil komplex fiiggvényt kapunk, de kimutathato,

hogy ennek valds vagy képzetes része megegyezik azzal az eredménnyel, amit (sok esetben joval

bonyolultabb mdédon) valds, harmonikus fliggvénnyel szamolva kaptunk volna.
sfe sk sk sk sk st sk sk sfe sk sk sk sk sk skeskoskoskoskok st sfe sfe sk ske sk sk sk sk sk skeoskeoskeosk sk sk skeskoskosk sk sk sk sk sk sk sk st sk sk sk sk sk sk skeskoskoskosk

Tdmegpont egydimenziés, harmonikus rezgése, a harmonikus rezgés alapegyenlete

Egydimenzios a rezgés, ha a rezgd tomegpont egy egyenes
mentén mozog. Kisérletileg jol megvalosithatd ez a
mozgéas — a mar emlitett — rugoéra felfiiggesztett tomeg
fliggbleges mozgdsaval, vagy az abran lathato
elrendezéssel, amely kikiiszoboli a nehézségi erd hatasat,
¢s kis kitéréseknél jo kozelitéssel vizszintes iranyu
mozgast hoz 1étre.

Egy egyenes, pl. az x-tengely mentén mozgd tdmegpont
kitérését az

x(t)=Asin(wyt+¢)
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vagy az
x(t)=Acos(w,t+¢)
Osszefiiggéssel adhatjuk meg.
Ha kiszamitjuk a rezgd pont gyorsuldsat, akkor kideriil, hogy milyen eré hozhat
létre ilyen mozgast. A szinusz fliggvényt hasznalva, a gyorsulas

a, = d dxgt) —w, Asin( wyt + @) =—w, x
a koszinusz fliggvényt hasznalva pedig
d’x(t)
a, = 0 =—w, Acos(wyt + @) =—w,x .

Vagyis akar a szinusz-, akar a koszinusz fliggvényt hasznaljuk a harmonikus rezgés
leirdsara, a gyorsuldsra ugyanazt a kifejezést kapjuk: a gyorsulas aranyos a
kitéréssel, és mindig azzal ellentétes iranyu. Ebbdl — a mozgasegyenlet alapjan —
kovetkezik, hogy a harmonikus rezgdmozgast létrehozo erd is ugyanilyen
jellegli: F, = ma, = —maw,x . Mint varhatd, a mozgast létrehoz6 erére kapott
kifejezés nem fligg attol, hogy melyik fliggvényt hasznaljuk. Ha bevezetjiik a
D=maw, jeldlést, akkor az eré az egyszeriibb F. =—Dx alakba irhat6. Ennek az

erének két fontos jellegzetessége van. Egyrészt ez az erd a mindenkori kitéréssel
ellentétes irany1, tehat mindig a rezgés centrumaként felfoghat6 egyensulyi helyzet
felé mutat (vagyis Un. centralis erd), emiatt johet 1étre rezgdmozgés. Masrészt ez az
erd aranyos a kitéréssel (vagyis Un. linedris erd), ez ahhoz sziikséges, hogy a rezgés
harmonikus legyen. A megfeszitett vagy dsszenyomott idealis rugd éppen ilyen erdt
fejt ki, ezért végez a rugdhoz rogzitett tomeg harmonikus rezgdmozgast.
A mozgasra felirhato
d’x
F =m
! dt’
mozgasegyenlet a linearis erd behelyettesitésével az alabbi alakot 6lti
d x(t) d’x(t)
dr’ dr’
Az egyenleteket m-mel végigosztva, végiil az 1d6fliggd helykoordinatara a

d;(t) D X(1)=0

=-Dx.

=-maw,x illetve m

d ;i ) v aix(t)=0 illetve
egyenletet kapjuk.
Az egyenlet matematikailag egy differencidalegyenlet, amely a meghatarozando
fliggvény mellett annak differencidlhanyadosat is tartalmazza. Az egyenletnek
eleget tevo x(?) fliggvény(ek) megkeresése, vagyis a differencidlegyenlet megoldéasa
matematikai modszerekkel lehetséges. Ezekkel itt nem foglalkozunk, szdmunkra
most csak az egyenlet alakja fontos.
Matematikai elemzés nélkiil is belathato, hogy ennek az egyenletnek megoldésa a

harmonikus rezgést leird x(t)= Asins(wit+¢@) vagy x(t)=Acos(wjt+@)

fliggvény, hiszen a differencialegyenletet ebbdl vezettiik le. (Egyébként ugyanerre
a kovetkeztetésre jutunk akkor is, ha az egyenlet eredetérél semmit nem tudva,
matematikai modszerekkel keressiik meg a megoldast.)

A differencidlegyenletet formailag vizsgalva megallapithatjuk, hogy ha 6sszeadjuk
a keresett fliggvény madasodik derivaltjat ¢és a fiiggvénynek egy allandéval



TOTH A.: Rezgések/1 (kibévitett oravazlat) 6

megszorzott értékét, akkor eredményiil nullat kapunk. Ugyanakkor azt is tudjuk,
hogy ennek az egyenletnek megoldasa pl. a harmonikus rezgést leird

x(t)=Asin(ot+¢) illetve  x(t)= Asin( t+go)

/D .
fiiggvény, ahol w, =,/— , a rezgés korfrekvencidja.
m
Vegyiik észre, hogy a megoldas-fiiggvényben az 1d6 szorzoja, vagyis a rezgés

korfrekvencidja (o, :\/E ) azonos a differencidlegyenletben a fliggvény
m

szorzdjaként szerepld allandé (@, = 2) négyzetgyokével.
m

Ebbdl az az altalanos kovetkeztetés adodik, hogy ha egy folyamatban egy f(?)
mennyiség valtozasara fizikai meggondolasok alapjan egy

d’ f(’)+1<f(t) 0,

alaku differencidlegyenletet kapunk, akkor minden tovabbi matematikai elemzés
nélkdl allithatjuk, hogy a mennyiség valtozasa harmonikus rezgés, amit az

f(t)=f, sin(NKt+@)=f, sin(w,t + )
vagy az
f(t)=71, cos(x/Et+(p’)=fm cos(wyt+¢').
fiiggvénnyel irhatunk le. Itt £,, a mennyiség maximalis érteke, o, = JK pedig a
rezgés korfrekvencidja. (A komplex leirasnal a fliggvény alakja: f( t)=f, e
Hasznalhatjuk még az
f(t)=f1, sinx/EtJrfz cos Kt = f,sinwyt + f, cos w,t
alakot is.
Mivel a fenti differencidlegyenlet megoldasa harmonikus fiiggvény, az ilyen tipust

egyenletet a harmonikus rezgés differencidlegyenletének vagy a harmonikus rezgés
alapegyenletének nevezik.

s ok o sk sk s ok ot ok sk sk ok stk sk sk ok ok seofofeostokokokodokokokokootokokoskokotkok skokokstosk sk sk ok stk sk sk skeoskok sk ok ok
Megjegyzés: A megoldasok barmelyik alakjat vizsgaljuk, azt talaljuk, hogy azokban két olyan
mennyiség szerepel, amelyek matematikai uton nem hatarozhatok meg egyértelmiien, értékiiket csak
a rezgési folyamat fizikai koriilményeinek ismeretében tudjuk megadni (f,, és @ illetve f7 és f2).
Az f(t)= f, sin(w,t + @) tipust megoldasnal ilyen mennyiségpar az f,, amplitado és a
@ fazisszog. Ha ez a megoldds példdul egy tomegpont harmonikus rezgését irja le, akkor az
amplitudot az hatarozhatja meg, hogy az idémérés kezdetén mekkora a tomegpont sebessége, a

fazisszog pedig attdl fiigg, hogy az idomérés kezdetén milyen a kitérés. A megoldas tehat csak

akkor teljes, ha ezeket az Gn. kezdeti feltételeket ismerjiik.
sfe sk sk sk sk st sk sk sk sk sk sk sk sk skeoskeoskoskoskok st sk sfe sk ske sk sk sk st sk skeoskeoskeosko sk skeskeoskoskosk sk sk sk ske sk sk sk st sk ske sk sk sk skeskoskoskosk

Példa

Most az un. fonalinga (vagy matematikai inga) példajan bemutatjuk, hogy egy
jelenség vizsgalatanal fizikai meggondoldsok alapjan hogyan juthatunk el olyan
egyenletre, amelybdl ranézésre megéllapithatd, hogy harmonikus rezgésrdl van szo
vagy nem.
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Egyszertien targyalhat6 eset az [ hosszasagu fondlon fliggd m tomegl pontszerl test
(matematikai- vagy fondlinga) lengése. A tomegpont ilyenkor / sugara korpalyan
mozog, kormozgasat a & szog valtozasaval jellemezhetjiik (/. a mellékelt abran), a
mozgasegyenlet pedig Y

. d’g
G, =—mgsin(t) =ma, =mlf = mly,

vagyis

d’¥t) g .
7+7S1n19(t)=0.
Mivel az egyenletben a 9(¢)fliggvény helyett annak

777777777777777777777777

szinusza all, megallapithatjuk, hogy az inga mozgésat G

leird differencidlegyenlet nem olyan alaku, mint a

harmonikus rezgés alapegyenlete, vagyis az inga mozgasa 4altaldban nem
harmonikus rezgés.

Ha azonban az inga kitérése (vagyis a 4 szodg) kicsi, akkor sin$ ~ 9, és igy az
egyenlet a

d’9(t)
dr’
alakot 6lti, ami mar harmonikus rezgést ir le. A megoldas
Ht)=38, sin(o,t+¢),

+§,9(r)=0,

ahol a korfrekvencia @, = \/% . Ebbdl kapjuk a kozismert rezgésid6-0sszefiiggést:

T0=2—7[=277\/z.
2 g

Egy ilyen szabadon rezgdé rendszer esetén a rezgés f, =2—” frekvenciajat — de
T

gyakran magat az o, korfrekvenciat is — a rendszer sajatfrekvencidjanak nevezik.

A harmonikus rezgés energiaviszonyai

Egy fizikai mennyiség valtozdsai — igy a rezgések is — altaldban energia-
atalakuldsokkal jarnak. Most a mechanikai- és elektromagneses harmonikus rezgés
energiaviszonyait vizsgaljuk meg.

Energiaatalakulasok egydimenzios mechanikai rezgésnél
Egy D éllanddju rugalmas eré hatdsara az x-tengely mentén rezgd m tomegpont
energiaja

1 1
E=E,+E,=—Dx’ +—mv..
2 2

[rjuk be az 6sszefiiggésbe a helykoordinata- és a sebesség
x(t)=Asin(wyt+¢)
v(t)=Aw,cos(wt+¢)=v, cos(wt+@)
idofiiggését (v, = mw,A a sebesség maximalis értéke). Ekkor az id6fliggd helyzeti-
€s mozgasi energia 0sszegére azt kapjuk, hogy

E(t) =2—DA2sin2(a)0t+(p) +é—mvicos2(a)0t+(p) .
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A sebesség maximalis értéke ¢és a rezgés amplitidoja kozotti kapcsolat:
v:=w,A’=—D’A’ (itt felhasznaltuk a D=mew, Osszefiiggést). Ezzel a teljes
m

energia az alabbi alakba irhato:

1 1 1
E(1) =5 DA’ (sin’ ( w,t +0) +cos’ ( wt +(p)):?DA F= Sy ] = dllands.
Eszerint a rezgés soran mind a helyzeti-, mind pedig a mozgasi energia valtozik, de
ez csupan helyzeti energia << mozgasi energia atalakuldsokat jelent, mikozben a
két energia 0sszege mindig ugyanannyi.
Fontos eredmény, hogy a rezgd tomegpont energiaja a rezgés amplituddjaval szoros
Osszefiiggésben all, az egyik mennyiség egyértelmiien meghatarozza a masikat. Az
Osszefliggés jellegzetessége az, hogy az energia ardnyos az amplitido- vagy a
sebességamplitudo négyzetével.

A csillapodo rezgés

Az elébb targyalt rezgések mindegyike idedlis rezgés, mert a rezgés soran nincs
energiaveszteség. A valdsagos rezgéseknél a mechanikai energia a rendszerbol
fokozatosan eltavozik, amib6dl — az energiara vonatkozo elébbi megallapitasaink alapjan —
kovetkezik, hogy a rezgés amplituddja is csokken. Az ilyen csokkend amplitaddju
rezgéseket csillapodo (vagy csillapitott) rezgéseknek nevezik.

Csillapod6, egydimenziés mechanikai rezgés
A mechanikai rezgéseknél a csillapodas azt jelenti, hogy a rezgd tomegpont
maximalis kitérései egyre csokkennek, ¢és a rezgés eldbb-utobb megsziinik. Ezt a
jelenséget konnyii kisérlettel is bemutatni, hiszen a szabad rezgések kisebb-
nagyobb mértékben mindig csillapodnak.

KISERLETEK:

— Ha a kormozott iiveglappal korabban
elvégzett kisérletben a kormot
karcolo tit ugy allitjuk be, hogy
erésebben surldédjon, akkor a rezgés
jol lathatéan csillapodéva valik
(abra).

— Ha egy rugon fiiggd testet
folyadékba meritve rezgetiink, akkor
rezgése a nagy kozegellenéllas miatt
erdsen csillapodik.

A csillapodd rezgés sajatsagait kisérletekkel fel lehet deriteni, de a kitérés
idofliggését — legalabbis egyszeribb esetekben — fizikai meggondolasokkal
elméletileg is meg lehet hatdrozni. Ehhez azt kell figyelembe venni, hogy a
csillapodds oka mindig az, hogy a rezgést 1étrehozd rugalmas eré mellett egy a
rezgést fékezo, csillapitd erd (F) is mikodik. Ennek megfeleléen az x-tengelyen
rezg0d tdomeg mozgasegyenlete ilyenkor

2
md )cgt)=

-Dx(t)+ F._.
dt (D+F,
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Az egyik leggyakoribb ilyen erd egy kdzegben mozgo testre hatdo kozegellenallas,
ami gyakran ardnyos a mozgds sebességével, €s azzal ellentétes iranyu:

dx(t)
F . =—hkv (t)=—k—=.
cs X() dl‘

Most egy ilyen erd altal csillapodé rezgést vizsgalunk meg.
Ennek a csillapitd erdnek a figyelembe vételével a rezgd test mozgéasegyenlete az
alabbi alakba irhat6

mﬂgt): -Dx(t)— km.
dt dt

, , D . . k
Végigosztva m-mel, felhasznalva az @, = — Osszefiiggést, és bevezetve a 2= —
m m

jelolést, végiil a

d’x(t) +2ﬂdx(t)

dr’ dt

differencidlegyenletet kapjuk, ami szemmel lathatban nem harmonikus rezgés
egyenlete (az egyenletben megjelent a fliggvény els6 derivaltja is). Ez az eredmény
varhatd volt, hiszen a csillapito eré miatt a rezgés amplitaddja csokken, a csokkend
amplitadoju rezgés pedig nem irhatd le egyetlen harmonikus fliggvénnyel.
A fenti egyenlet matematikai megolddsa nem egyszeri feladat, ezért itt az un.
probafiiggvény eljarast alkalmazzuk. Ennek Ilényege az, hogy a kisérleti
tapasztalatok alapjan megprobaljuk kitaldlni a megoldast, majd ezt a feltételezett
megoldast az egyenletbe behelyettesitjiik, és megnézziik, hogy milyen feltételek
mellett lesz ez valéban megoldas.

+wix(t)=0

A csillapod6 rezgésre vonatkozo kisérletek alapjan felrajzolhatjuk egy ilyen rezgés
jellegzetes kitérés-idé fliggését, amit sematikusan az aldbbi abra mutat. Az abran
szaggatott vonallal az amplitado
idobeli valtozasat (4(2)) is feltlintettiik. X{
A kisérleti  gorbék  (sebességgel s, Alt)
aranyos csillapito erd esetén) azt S~
sugalljak, hogy a kitérés idofiiggése N f\‘
tulajdonképpen egy torzitott P N a— ——
harmonikus  fliggvény, amely egy \/ P
1d6fliggd (idében csokkend) amplitadod AT
¢s egy harmonikus fiiggvény szorzata: al”
x(t)=A(t)sin(ot+¢). 7
A kisérletek alapjan ennél konkrétabb
feltevéssel is ¢élhetilink, ugyanis a tapasztalat szerint a sebességgel ardnyos csillapitd
erd esetén az amplitudd csokkenése jol leirhatd egy exponencidlis fiiggvénnyel:

A(t)= Ay,e ™ . Itt a egyelbre ismeretlen allandd. Ezzel a feltételezett megoldas az
x(t)=A,e” " sin(wt+¢)

alakot olti. A probléma csak az, hogy nem tudjuk az a allando értékét, és azt sem,

hogy mennyi a harmonikus rész @ korfrekvencidja. Ahhoz, hogy kideriiljon, hogy

egy ilyen fiiggvény valdoban lehet megolddsa a  rezgést leird

differencidlegyenletnek, be kell helyettesiteni az egyenletbe. Ebbdl az is kideriil,

hogy milyen a és w érték mellet lehet megoldas a fenti fiiggvény.

e ——
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sk sk sk ok sk sk sk sk sosk sk oskosk sk sk skoskoskokok st s sk sk sk ok sk sk sk sk skeoskoskokosk ke skeskoskok 2k sk ok ok ok sk sk sk s ook skok sk sk skoskockok

A behelyettesitéshez ki kell szamitani a fliggvény derivaltjait:

% =—Ayae " sin(ot + @)+ Aje “wcos(wt+ @),
dzx 2 _—at - —at —at
W=A0a e “sin(ot+¢)—Aae “wcos(wt+¢)— Aae “wcos(wt +¢)—

—a 2 .
— Aje ™o sin(wt + ).
Ezeket és az eredeti X(2) fliggvényt behelyettesitve a differencialegyenletbe, az alabbi dsszefiiggést
kapjuk:
A,a’e “ sin(ot + @) — Ajae “wcos(wt + @) — Aae “wcos(wt + @) —
— Aje @’ sin(wt + @) — 2 BA,ae " sin(wt + @)+ 2 BA,e “wcos(ot + @)+
+w, Ayje " sin(ot+ @) =0.
Rendezziik az egyenletet az alabbi modon:
(Aja’e™ — Aje "’ —2pA,ae " + o] Ae”™ )sin( ot + @) +
+(—Ajae " ow— Ajae "o+ 2PAe " w)cos(wt +¢)=0.
Az egyenlet baloldalan szerepld kifejezésnek mindig nullaval kell egyenlének lenni, ami — tekintve,

hogy az id6éfliggd cos és sin fiiggvények 0 és 1 kozott barmilyen értéket felvehetnek — csak ugy
teljesiilhet, ha ezeknek a fliggvényeknek a szorzoja nulla, vagyis

Aa’e™ ™ — A,w’e™ " —2BA,ae " +w, Aje™ =0
—Ayjae " w— Aawe™ +2pA,e " w=0.
Egyszertisités utan ebbdl az a és @ allandokra az alabbi egyenletrendszert kapjuk:
a’-w' -2fa+w, =0

—2aw+ 2o =0.
A masodik egyenletbdl azt kapjuk, hogy
k
a=pf=—--.
2m

vagyis az exponencialisan csokkend amplitudo kitevOjében szerepld allandd éppen a csillapitast
meghataroz6 allandéval aranyos.
Ezt felhasznalva, az els6 egyenletbdl megkapjuk a harmonikus rész korfrekvenciajat:

w=\aw, -3 .

sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ske sk sk sk sk skeoskoskoskosk st st sfe sfe sk sk sk sk sk sk skeoskeoskeoskok sk skoskoskosk st sk sfe sk sk sk sk ste sk sk sk sk sk skeskeoskoskosk

A feltételezett megoldasnak a differencidlegyenletbe vald behelyettesitésével
valdéban megkapjuk a keresett két allandot, és ezzel a megoldas

x(t)=A,e " sin(wt+¢),

ahol ,6’:2— ¢s w=+lw, — B’ . BEszerint az idével exponencidlisan csokkend
m

mer

amplitddo kitevdjében szerepld allandd éppen a csillapitdst meghatarozo k
allandoval ardnyos, a harmonikus rész korfrekvencidja pedig kisebb, mint a
tomegpont csillapitatlan, harmonikus rezgésének megfeleld wy korfrekvencia.

Ez a megoldas visszaadja a csillapodo rezgés kisérletekbdl mar ismert sajatsagait:
minél nagyobb a csillapitasra jellemzé S allandé (vagyis minél nagyobb a
csillapitds), annal gyorsabban csokken a rezgés amplitidoja, és annal nagyobb a
rezgés korfrekvencidjanak eltérése a csillapitatlan rezgés korfrekvenciajatol.
Nagyon kis S érték (kis csillapitd hatds) esetén a rezgés kozelitdleg harmonikus,
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korfrekvencidja kozelitdleg megegyezik az idealis, csillapitatlan rezgés
korfrekvenciajaval.

Megjegyezziik, hogy a fenti megoldas csak akkor érvényes, ha a csillapitas nem tul
nagy. Ez a korfrekvencia kifejezésébdl latszik, hiszen fizikailag értelmes

korfrekvenciat csak akkor kapunk, ha a csillapitast jellemzd S =i allandora

2m
fennall a B° <w, feltétel. Ha ez nem teljesiil, akkor
nem alakul ki tobb periodusbol allo6 — szokdsos X
értelemben vett — rezgés.
A csillapitas kiilonbdzo eseteit kisérletekkel vizsgalva, @ \ o\

harom jellegzetes esetet talalunk, amelyeket a mellékelt
abran szemléltetiink. Az a) dbra a B’ <@, esetnek

megfeleld csillapodd rezgést mutat, a b) abran az un.
aperiodikus hataresetet latjuk, amikor rezgés mar éppen b) \
nem jon létre, vagyis a szélsd helyzetbdl indulod

tomegpont az egyensulyi helyzet masik oldalara mar nem
tér ki (eza f=w, = =0 esetnek felel meg), a ¢

abra pedig a nagy csillapitasnak (S’ > ) megfelels ©

aperiodikus mozgdst mutatja, amikor a kitérés nagyon
lassan kozeledik az egyensulyi helyzet felé.

st st sk sfe sk sk sk sk st sk skeoskoskoskosk sk keskoskosk st sk sfe sfe sk sk sk st sk sk skeoske sk sk ke skeskoskosk st sfe sfe sk sk sk sk st st sk sk skoskosk ke skeskoskosk
A csillapodd rezgés fenti differencidlegyenlete mindenféle fizikai megfontolads nélkiil, pusztin
matematikai modszerekkel is megoldhatd. A szamolas eredménye ugyanaz, mint amit a fenti —
kevésbé egzakt modszerrel — kaptunk. A matematikai megoldasbol kijon az aperiodikus hatareset és
az aperiodikus mozgas idoéfiiggése is.

sk sk sk ok sk sk sk sk s sk sk ok sk sk sk skoskoskokok st s sfe sk sk ok sk sk sk sk skeoskoskok sk ke skeskoskook 2k ok sk ok ok sk sk sk s ook oskosk sk sk skoskoskok
A rezgések csillapodasa gyakorlati
szempontbol is fontos jelenség (nem

kivdnatos  rezgésnél a  gyors Uc N

csillapodds, szandékosan eldidézett ]

rezgésnél a lassu csillapodas elérése a ' f\ [\" _'""ﬂ

cél), ezért a csillapodas jellemzésére -
a A alland6 mellett egyéb — tobbnyire : \/ 2

szemléletes — mennyiségeket is
bevezettek. Az egyik ilyen jellemzd a
K csillapodasi hanyados, amely két
egymds utani rezgési amplitudo
hanyadosa (abra):

-p,
X X X e
K="1="2="n =e"

ﬂ(t +7T)
X3 Xy xn+2
Gyakran hasznaljdk a csillapodasi hanyados természetes logaritmusat, az un.
logaritmikus dekrementumot is:

A=InK =BT,

A harmonikus rezgés vizsgalatanal lattuk, hogy a rezgés energiaja és amplitudoja
kozott szoros Osszefiiggés all fenn:
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E=Lps.
2
Ha az amplitad6é id6ében valtozik, akkor ennek megfelelden valtozik a rezgés
energidja is. A csillapodd rezgésnél a surlodas jellegli fékezd erd miatt csokkend
rezgési energia id(’iﬁiggését az amplitﬁdécsékkenés segitségével kaphatjuk meg:

E(t)——DA (t)—— DAje " =E, ",

ahol E, :éDAj , a rezgés kezdeti energidja. Lathat6, hogy a sebességgel aranyos

csillapitd erd esetén a rezgési energia is exponencialisan csokken.
Ha a kis csillapitasu rendszert tekintjiik ,,jonak”, akkor a rezgd rendszer annal jobb,
minél lassabban fogy az energidja. Ezért a rendszer josagat jellemezni lehet az
energia csokkenési sebességével, amit a

d—E:—ZﬂE P = _2BE

dt
mennyiség ad meg. Lathatd, hogy ez a mennyiség a csillapitasra jellemzd f-val
arémyos A rendszer josdganak jellemzésére azonban ez a mennyiség mégsem

cres

energlavaltoza51 sebességet hasznaljak, amelynek segltsegevel definidljak a rezgd
rendszer jésdgi tényezdjét (Q).

A definicié szerint a josagi tényezd a teljes rezgési energia és az [ radidn
fazisszog-valtozéas alatt bekovetkezd energiaveszteség hanyadosa. Az [ radian

fazisszog-valtozas At = 2LT 1d6 alatt kovetkezik be (7 a peridodusidd), igy az erre
/4

az 1ddre eso energiaveszteség nagysaga kis csillapitasnal (o = o, ) kozelitdleg

dE dE\ T _2pTE _ 2 E
AE, || %] = || T _ 2P ﬂENL,
|dt| \dr |27 2z o,
Ezzel a0 josagi tényezdre azt kapjuk, hogy
~ E o,
0= v 2
|AE1rad Zﬁ

Lathatd, hogy az igy definialt josagi tényezd — az eredeti céllal 6sszhangban — annal
nagyobb, minél kisebb a csillapitas (f).
A josagi tényez0 kapcsolatba hozhato a logaritmikus dekrementummal is, hiszen

w, 2t

O 2T T
2 2pT, A
Végiil, ha a fcsillapitast a rendszer adataival fejezziik ki, akkor a
~_ma,
0= k

kifejezést kapjuk.



