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Tomegpont-rendszer mozgéasa

Bonyolultsagban a tomegpont utan kovetkezo, és gyakorlati szempontbdl is igen fontos eset,
amikor tobb tomegpontbol allé rendszert, Un.
tomegpont-rendszert  (rovidebben: pontrendszert)
vizsgalunk. Az &brdn az éaltalunk kivalasztott
rendszerhez a korberajzolt teriileten 1évé pontok
tartoznak, ezeket a pontokat sorszdmoztuk: az i-edik
pont tomegét m;-vel, helyzetvektorat r;-vel jeloljiik.

A tomegpontokra hato erdket célszerti két csoportba
osztani: a rendszerhez tartozo pontok kozott fellépd
eroket belsd erdcknek, a rendszeren kiviil es6 testek
altal a rendszer pontjaira kifejtett erdket pedig kiilso
erdoknek nevezziik. Jeloljik a j-edik pont altal az i-
edik pontra kifejtett (belsd) erét F,, -vel, az i-edik

kilsé
) pont

rendszer
pontra hato kiilsé er6k ereddjét pedig F,, -vel.

A tdmegpontrendszer mozgasa, totmegkdzéppont

A pontrendszer mozgasa leirhato, ha kiilon-kiilon minden pontra felirjuk a mozgasegyenletet:

n
Fer+ ZFBIj =ma,
=2

n
Fro+ ZFBZj =m,a,

J=1
J#2

Lathatd, hogy ez elég bonyolult leirasi mod, ami a pontrendszerrdl, mint egészrél nem sokat
mond.

A teljes rendszer egyfajta jellemzését adja az az egyenlet, amit a fenti egyenletek
Osszeadasaval kapunk:

n n n n
D P+ > Fg =D ma,.
i=1 i=1 j=1 i=1
J#I
Newton III. térvénye alapjan konnyen belathatd, hogy a belsé erdk Osszege nulla, igy a
rendszerre hato kiils6 erék ereddjét Fx-val jelolve, az alabbi egyenletet kapjuk:
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n
Fr = Zmiai .
i=1

Jo lenne, ha a pontrendszerre a fentinél egyszeriibb, a tdmegpont mozgésegyenletéhez hasonlo
Osszefliggést kaphatnank, vagyis az egyenlet jobboldalat a pontrendszerre jellemz6 "egyetlen
gyorsulas" és az m = Zmi Ossztomeg szorzataként irhatnank fel. Ilyen egyenletre juthatunk,
ha a pontrendszer helyzetének globalis jellemzésére bevezetjiik egy specialis pontot, amit az
alabbi modon definidlhatunk. Alakitsuk at a fenti mozgéasegyenletet
F —Zma —Zm —dzri —d—2 Zmr —md—2 iZ:mr
K - i - ldtz dlz - i dtgmi i
¢és vegyiik észre, hogy a zardjelben 1évé mennyiség helyzetvektor jellegii. Tekintsiik ezt a
tomegpontok helyzete altal egyértelmiien meghatarozott sajatos helyvektort a pontrendszer
tomegkozéppontjanak (I 1x), amely eszerint
> oy,

— 1
rrg =

m
Kimutathato, hogy ez a pont valoban a pontrendszer tomegeloszlasanak egyfajta centruma,
ami homogén nehézségi erétérben azonos a rendszer sulypontjaval.
A fenti mozgasegyenletben a tomegkozéppont helyzetvektoranak masodik iddderivaltja,
vagyis a tomegkdzéppont gyorsulasa (arx) szerepel, igy a rendszer mozgasat leir6 egyenlet az
alabbi egyszerl alakot 0lti

Fr=marx.
Eszerint a pontrendszer tomegkozéppontja ugy mozog, mintha a rendszer egész tomege a
tomegkozéppontban lenne elhelyezve, és erre a kiilso erok ereddje hatna.
Mivel a kiterjedt, merevnek tekinthetd testek pontrendszerként is felfoghatok, ez az eredmény
azt mutatja, hogy egy ilyen test haladé mozgasa igy irhat6 le, mintha a test pontszerdi lenne,
és tomege a tomegkozéppontjaban lenne Osszestiritve. Vagyis a fenti eljarast kovetve,
kiterjedt testek halado mozgasanak leirasara a mar megismert tomegpont-mozgasegyenlet
haszndlhato.

A lendilet (mozgasmennyiség)-megmaradas tétele pontrendszerben

A lendiiletre vonatkozd 0Osszefliggéshez ugy juthatunk el, hogy a tomegkdzéppont
mozgasegyenletét a lendiiletvaltozas segitségével irjuk fel. Ehhez sziikséglink lesz a
tomegkozEéppont sebességének kifejezésére:

A

_dry 5
T dr m
Ebbol lathaté, hogy a pontrendszer lendiiletosszege (Pr) kifejezheté a rendszer
Ossztomegének €s a tomegkdzéppont sebességének szorzataval:

Pr= Zmivi =mV g
i
Eszerint a tdmegkodzéppont ebbdl a szempontbdl is tigy viselkedik, mint egy olyan tdmegpont
amelynek tomege a pontrendszer dssztomegével egyenld.
A mozgasegyenlet ezzel igy irhato at:
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dv d d
Fy =may =m dZK :E(MVTK):E(Zi:miViJ’

vagyis a kiilsd erdk ereddje egyenld a rendszer dsszes lendiiletének valtozasi sebességével:

dpp d
F.=—F=— AV
K ar dt[zm’ ’j

i

Ebbdl kovetkezik, hogy ha a kiilsé erék ereddje nulla (Fx= 0), akkor:

d
E[lzmiviJ =0,

azaz
P = mV; =4llando.
i

Vagyis, ha a pontrendszerre hat6 kiilsé erdk ereddje nulla, akkor a rendszer dsszes lendiilete
nem valtozik. Ez a lendiiletmegmaradas torvénye pontrendszerre (hasznalatos még a
mozgasmennyiség-megmaradas illetve impulzusmegmaradas elnevezgs is).

A torvény jelentdsége, tobbek kozott az, hogy mechanikai problémak megoldasanal olyan
egyenletet ad, amelybdl ismeretlen sebesség hatdrozhatdé meg, anélkiil, hogy integralnunk
kellene a mozgasegyenletet. (Ennek a megmaradéasi torvénynek specidlis esetét lattuk
korabban két kdlcsonhato testre).

Pontrendszer energiaja, a mechanikai energia megmaradasanak tétele
pontrendszerben

A pontrendszer energidjanak vizsgalatanal az egyes pontokra felirt munkatételbdl indulhatunk
ki. Ha a rendszer az / allapotabol a 2 allapotba megy at, akkor a munkatétel az i-edik pontra:

Wei = AEm[ = EmiZ —-E
ahol W, az i-edik pontra hatdé erék ereddjének munkdja. Ha ezeket az egyenleteket
Osszeadjuk, akkor a baloldalon a pontrendszerre hatd Osszes er6k munkajat, a jobboldalon
pedig a pontrendszer teljes mozgasi energiajanak megvaltozasat kapjuk:

W,=4E, =E, ,-E

Ha kiilonvalasztjuk a kiils6- és bels¢ er6k munkajat (Wx és Wp), ezeken belill pedig a
konzervativ- és nem konzervativ er6k munkdjat (Wxi, Wk, Wai Waak) , akkor az alabbi
Osszefiliggést kapjuk:

mil »

ml *

Wik W t Wi Wy =E,, — E

Felhasznalva, hogy a konzervativ er6k munkaja a helyzeti energia megvaltozasanak negativja,
atrendezés utan azt kapjuk, hogy
Wik ¥Wome = Epz = Epy + Ejpy = Ejpy + Ejg s = Ejg s

ml

ahol a helyzeti energia-tagoknal a B és K index a belsé kolcsonhatasokbol, illetve a kiilsd
testekkel vald kolcsonhatasbdl szarmazd helyzeti energiara utal. Az Gsszefiiggést
atrendezéssel attekinthetobb alakba irhatjuk:
Wik *Wo e = (B + Epgs + Ejs )= (Epuy + Engy + Ejgey),
(1) és végsd (2) allapotaban. Ha az 6sszes mechanikai energiat Eg-rel jeloljiik
akkor az energiavaltozas altalanos Osszefiiggését tomoren igy irhatjuk:
Wiak *Woue = Epy —Eg; = AEg
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vagyis a rendszer energidjanak megvaltozdsa a nem konzervativ er6k munkéjaval egyenld. Az

eredmény tehat ugyanaz, mint a tomegpont esetén, azzal a kiilonbséggel, hogy itt az energia

¢s munka kifejezései bonyolultabbak, mint a tomegpontnal.

Ha a nem konzervativ er6k munkéja nulla (példaul ugy, hogy nincsenek ilyen erdk), akkor
AER =0 = Ery = Egy

vagyis a rendszer Osszes mechanikai energidja nem valtozik. Ez az energia-megmaradas

tétele pontrendszerre. Jelentdsége gyakorlati szempontbdl ugyanaz, mint a lendiilet-

megmaradas torvényéé: olyan egyenletet ad, amelybdl pl. ismeretlen sebesség hatarozhatd

meg, anélkiil, hogy integralnunk kellene a mozgésegyenletet.

A pontrendszer mozgasi energidjanak kifejezését tovabb vizsgalva, egy ujabb fontos
mennyiséghez juthatunk el. Vizsgaljuk a pontrendszer mozgasi energidgjat egy K
koordinatarendszerbdl és a hozza képest egyenletesen mozgd K’ rendszerbdl, amelyet a
pontrendszer tomegkdzéppontjdhoz rogzitettiink (&bra).
frjuk fel a pontrendszer mozgasi energidjat a K
rendszerben, ¢€s fejezziik ki azt a K’ rendszerbeli adatokkal:

E, :Zémivf :§Zmivivi =

1 , '
=Ezmi(vi +VTK)(V1‘ +VTK)

1

(itt alkalmaztuk az 4bran is feltiintetett Galilei
transzformaciot).
A miiveleteket elvégezve azt kapjuk, hogy

E, :éZmi (v;2 - +2v;vTK)= zgmﬂ’;z +Z§miv§K +§VTK 2 mVi.

Az utols6 tagban szerepld 0sszeg €ppen a tdmegkdzéppont sebessége a K’ rendszerben, mivel
azonban a K’ rendszer a pontrendszer tomegkozéppontjahoz van rogzitve, ez a sebesség nulla:

E, = Zémivfz +Zémiv%K.

Ebbdl rendezéssel azt kapjuk, hogy
1 2 1 12
E =—mvy + ) —m.v;
m P TK lz 2

1vr
vagyis a pontrendszer mozgési energidja felirhatdé a tomegkozéppontba képzelt Gssztomeg
mozgasi energiajanak és a tomegkozéppontban 1éve megfigyeld altal észlelt sebességekkel
(v]) szamitott mozgasi energidk dsszegeként.
Ezzel a rendszer 6sszes mechanikai energidja

1 2 12
Ex =MV +E, +Z§mivi +E,; .
Ha a rendszer tomegkdzéppontjaval egyiitt mozgunk (vagyis K=K"), akkor a tomegkdzéppont
all, tehat az els6 tag nulla. Ha ezenkiviil a rendszerre kiilsé erék nem hatnak, akkor a kiilsé
helyzeti energia (masodik tag) is nulla. A tdmegpont-rendszer energidja ekkor
Ep=Y1mv?’ +E,,,

1
amit a rendszer belsé energidjanak neveznek. Az elnevezés logikus, hiszen ez a kiilsd
hatdsoktol mentes rendszer tomegkdzéppontjaban ,,iil6” megfigyeld altal észlelt mozgasi
energia és a pontrendszer tagjai kozott fellépd belsé kolcsonhatasokbdl szarmazo helyzeti
energia 0sszege.
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Perdilet és forgatdbnyomaték, a perdiletmegmaradas tétele pontrendszerben

A lendiilet és az energia bevezetését az indokolja, hogy ezekre a mennyiségekre bizonyos
koriilmények kozott megmaradasi torvény érvényes. Ugyanez az oka a perdiilet
(impulzusmomentum) (N) bevezetésének is.
Egy pontrendszer r; helyvektora, p; impulzusu i-edik
tomegpontjanak N; perdiilete az O vonatkoztatasi pontra (dbra):
N, =1, xp, =r, xm\V,.
A definiciobdl latszik, hogy a perdiilet fliigg a vonatkoztatési
ponttol, tehat egyértelmii megadasadhoz ezt is meg kell adni.
Ha a mozgd pontra hatd erdk F; ereddje nem nulla, akkor a
sebesség- ¢s altaldban a perdiilet is valtozik. Ezt a véltozast
megkaphatjuk a fenti egyenlet differencidlasaval:
ﬂ:@xpﬁrix@. (@)
dt dt dt
A jobboldal elsé tagja két parhuzamos vektor (v; és p;) vektorszorzata, ezért ez a tag nulla, a
masodik tagban pedig a lendiilet idéderivaltja az eredd erdvel egyenlo, ezért
dN;
dt
A jobboldalon megjelend mennyiséget az F; er6 O pontra vonatkozd forgatonyomatékanak
(M,) nevezziik. Ezzel a perdiilet megvaltozasa és az eredd forgatonyomaték kozott az alabbi
Osszefiliggést kapjuk

=r; xF,.

a "
Egy pontrendszer perdiilete (NRr) az egyes pontok perdiileteinek vektori Osszege, az eredd
forgatonyomaték (Mgr) pedig az egyes pontokra haté forgatonyomatékok vektori Osszege,
vagyis a pontrendszerre vonatkozo6 egyenletet a pontokra vonatkozé egyenletek 0sszeadasaval
kaphatunk. A korabban kovetett eljarashoz hasonldan, itt is szétvalasztjuk a kiilso- és bels6
erok forgatonyomatékat:

Zd;\;i _ d’;[}e — ZI‘,- xFy; +Zri xFg = Zri xFy; +Zri xZFBZ.j .

i i i J#L

Newton III. torvénye és a =
forgatonyomaték  definicigja  alapjan m.
belathato (dbra), hogy a belsd erdk
forgatonyomatékainak Osszege nulla lesz,
igy a rendszerre a

dN

dtR = Zr,. xFy; =My

egyenletet kapjuk, ahol Mg a kiilsé erdk
forgatonyomatékainak Osszege.
Ha a kiilsé forgatonyomatékok ereddje

nulla, akkor a fenti egyenlet szerint

MNe g = N, = dtlands,
dt

vagyis a perdiilet nem valtozik. Ez a perdiilet megmaradasanak tétele pontrendszerre.

Bij FBji

Fgi=Fpgj

T1=Ir,xFB,.jI=T2=Ir/xFBj,.I

..................




