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Bevezetés

Fizika: a sz6 eredeti gordg alakjanak jelentése "természet", akkoriban az Osszes természeti
jelenség vizsgalatat jelentette.

Késobb a vizsgalatok kore sziikiil: élettelen természet jelenségei anyagi mindség valtozasa
nélkiil (utobbi a kémia "teriilete"). Ennek a sziikitett teriiletnek a jellegzetességei:

— ajelenségek egyszeriibben vizsgalhatok, matematikailag konnyebben leirhatdk (a fizika
un. egzakt tudomany)

— a feltart torvények altalanosak, a jelenségek széles korében érvényesek (pl. kémia,
bioldgia).

Ma nehéz definidlni a vizsgalati teriiletet, de a fentinél sokkal szélesebb:

— amodern fizika alapveten fontos szerepet jatszik az anyagatalakuldssal jaré jelenségek
leirasaban (pl. kémiai kotés, vegyiiletképzddés, magatalakulasok), s6t a bonyolultabb
természettudomanyokban, mint a biologia €s az orvostudomany is (biofizika),

— a modern technologiak megalapozasaban kozvetleniil részt vesz, aminek tarsadalmi
hatasai is vannak (mikroelektronika, atomenergia)

— a Fold és a vilagegyetem egészének megértéséhez nélkiilozhetetlen (pl. "globalis
problémak")

— a fizika kisérletezé tudomany, ezért uj, hatékony mérési modszereket fejleszt ki,
amelyeket mas tudomanyok és a technika felhasznal.

Jobb egy olyan definicid, amely nem tudomanyteriilethez kapcsolja a fizikat, ilyen példaul az
alabbi:
a fizika az anyag részei kozotti kolcsonhatisok- és az ebbdl fakado folyamatok
vizsgalataval és értelmezésével, az anyag tulajdonsagainak magyardzataval és
megvaltoztatdsaval, a természeti jelenségek magyardzataval foglalkozik.

kisérleti
fizika

MEGFIGYELES,
KISERLET

Vizsgalati médszerének vazlata:

fizikai

:> mennyiségek

!

ellenérzés

osszefiiggések
el6rejelzések, <: ﬂ
kbvetkeztetések i
elmélet

elméleti
fizika



TOTH A.: Pontkinematika (kibSvitett 6ravazlat) 2

A fizika a jelenségek megértése €s leirdsa érdekében modellekkel dolgozik, vagyis nem a
vizsgalt objektumot vagy jelenséget probalja a maga teljességében leirni, hanem
egyszerisitéseket hasznal, elhanyagolja a jelenség Iényegének megértéséhez nem okvetleniil
sziikséges részleteket, és az igy kapott modell-objektumot, vagy modell-jelenséget vizsgalja.
A modell akkor jo, ha a beldle kapott eredményeket a tapasztalat igazolja (ellendrzés).

Fontos segédeszkdz a matematika, amelynek segitségével a mennyiségek kozott szamszeri
Osszefliggések irhatok fel: a torvények kvantitativva tehetok.
Hasznalt mennyiségek tipusai:

— skalaris- (csak nagysag: pl. tomeg, hémérseklet, toltés)

— vektoridlis (irdny is: pl. elmozdulas, sebesség, erd).

Szamunkra sziikséges matematikai alapok: a skalar- és vektormennyiségekkel végzett
miiveletek, vagyis a vektorszamitas-, tovabba a differencial- és integralszamitas alapjai.
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A mozgas leirasa, modellek a mechanikaban

A mozgas alapvetd jelenség a vildgban, ennek vizsgalataval a mechanika foglalkozik.
A mozgasok nagyon sokfélék és bonyolultak lehetnek. A mozgo test

— haladhat,

— foroghat,

— deformalddhat,

— daramolhat.

A leirasnal gyakran nem a valddi testet, hanem annak egyszerisitett "hasonmasat", modelljét
hasznaljuk, mert pl.:
— az é&ltalanos leirds nem megy, hidnyos informdciok, hianyos fizikai ismeretek vagy
hidnyos matematikai lehetdségek miatt,
— az altalanos leirasra nincs is sziikség, mert a mozgads egyik vagy masik formadja
szamunkra elhanyagolhato.
A mechanikéban hasznélt modellek:
— anyagi pont vagy tomegpont (kiterjedése nincs, tehat csak halad6 mozgast tud végezni,
de tomege van),
— pontrendszer (kiterjedt, de 6nalld pontokbol 4116, nem "6sszefliggd test"),
— merev test (valodi testhez kozeladllo kiterjedt test, amely foroghat is, de nem
deformalodik),
— deformalhato test (a valodi testhez legkozelebb all), sajatos deformalhatd "testek" a
folyadékok ¢€s a gazok.

A modell josagat a levont kdvetkeztetések kisérleti vizsgalataval ellendrizni kell.

A mozgas leirasanak két Iépcsdfoka:
— mozgds leirdsa, anélkiill, hogy a mozgéas jellegének okat
kutatnank: ez a kinematika targya.
— annak vizsgalata, hogy miért a megfigyelt moédon mozognak a testek,
milyen Osszefiiggés van a test mozgésa ¢és a kiilsé hatasok kozott: ezt
vizsgalja a dinamika.

A targyalds soran a legegyszerlibb modelltdl haladunk a bonyolultabbak felé.
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Anyagi pont kinematikaja

A legegyszerlibb, legelvontabb — de ennek ellenére a gyakorlatban is hasznalhatéo — modell az
anyagi pont vagy tomegpont, amelynek kiterjedése nincs, de tomege van. Targyaldsa azért
fontos, mert

— itt konnyen bevezethetok a mozgés leirdsahoz sziikséges alapfogalmak,

— amozgas egyszeril leirasat teszi lehetve,

— a modell alapjan kapott fogalmak és eredmények a bonyolultabb modelleknél is

haszndlhatok.

A tovébbiakban altaldban a tdmegpont kifejezést hasznéljuk.

A kinematika alapmennyiségei

A kinematika egyszerlien leirja a test mozgasat, anélkiil, hogy a mozgas koriilményeivel
foglalkozna. Ehhez sziikség van egy olyan eszkdztarra, amellyel a test mozgéasat szamszeriien
jellemezni lehet (hol van, hogyan mozog).

Helyzetmegadas, helyzetvektor, palya, ut, elmozdulas

A mozgés leirdsdhoz a tomegpont helyzetét kell megadnunk
az 1do fiiggvényeként.
A tomegpont helyzete megadhatdo pl. egy derékszogl
koordinatarendszerben a tomegpont x,y,z koordindtaival,
illetve az ide mutato r(x,y,z) helyzetvektor komponenseivel.
Ha bevezetjiik a koordinatatengelyek iranyat megado i, j, K
egységvektorokat, akkor a helyzetvektor igy irhatd
r=xi+y +zK

Ha a tdmegpont mozog, akkor a helyzetvektor (és komponensei) valtoznak, vagyis

r=r(t)=x=x(t), y=y(t), z=z(1).
Ekozben a tomegpont a helyzetvektor végpontja altal leirt
palyagorbén halad. A palyagérbén egy onkényesen kivalasztott
nulla idéponttol a ¢ idépontig befutott szakasznak az s = s(t) hosszat
a tomegpont altal megtett utnak nevezik. A t és t+At pillanatok
kozott megtett As ut eszerint: As = s(t+A4t)-s(t).
A tomegpont helyzetét a ¢ iddpillanatban az r(z) helyzetvektor adja
meg. Azt, hogy a palyagdrbe egy kiszemelt r(z) pontjabol egy masik
r(t+At) pontjaba valé atmenet soran a tdmegpont milyen iranyban,
mekkora tavolsagra mozdult el, a kiindulopontbdl a végpontba
mutato

Ax(t) =x(t+ At)—x(t)
Ar(t)=r(t+At)—r(t) =  Ay(t)=y(t+4t)—y(t)
Az(t) =z(t+ At)—z(t)
vektorral jellemezhetjiik. Ez az elmozdulasvektor, amelynek komponenseit is megadtuk.
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Lathato, hogy az elmozdulas és az Gt — bar egységilik ugyanaz — két Iényegesen kiilonbozo
mennyiség: az elmozdulds vektor, az Ut skalar, és altalaban a nagysaguk is kiilonb6zo.

A sebesség és a gyorsulas

Az elmozdulas illetve a palyan valo haladas "gyorsasaga" — a szokasos mdodon — a valtozas €s
a hozza szilikséges 1d6 hanyadosaval jellemezhetd. Ha egy rovid Af id6 alatt az elmozdulas Ar,
akkor ez a jellemz6
_Ar(t) r(t+At)—r(t)
At At
alakban irhato fel. Ez a mennyiség a tomegpontnak a (¢, t+4¢) iddintervallumra vonatkozé
atlagos sebessége. Ez nem nagyon pontos jellemzése az elmozdulas "litemének", mert
altalaban nagysaga ¢és irdnya is fligg a valasztott idétartam hosszatél (véges idotartamon beliil
a mozgas ,iiteme” és irdnya valtozhat).
Megadott ¢ iddpillanatban érvényes, pontos jellemz6t kapunk, ha az idétartam hosszat
végtelentil kicsire csokkentjiik és a
v(t)= lim Ar(t) _ dr(t)
A—0 At dt
hatarértéket szamitjuk ki, aminek a jelolésére szolgdl az egyenlet jobb oldalan 4ll6
differencidlhanyados-szimbolum. Az igy kapott mennyiség a tdmegpont pillanatnyi sebessége
vagy egyszerien a sebessége a t idOpillanatban.
A fenti differencialhanyados eltér a szokasos alaktodl, hiszen itt egy vektorra vonatkozik. A
matematikdban egy vektor differencidlhdnyadosan azt a vektort értik, amelynek komponensei
a vektor (skalaris) komponenseinek a differencidlhanyadosaival egyenldk:

dr(t) _du(t); () de(t),

atl —

, V=" dt dt dt
Igy a sebességvektor komponensei:
dx(t)
v.(t)= ,
«(1) ”
t
V()= y( )’
dz t
v.(t)= ( )

A sebesség nagysaga a vektorokra vonatkozo szabalynak megfeleléen
:|v| =V’ =1lv§ +vj +VZZ .

Az abra alapjan jol lathatd, hogy az elmozdulas €és az ut nagysaga
altalaban nem azonos, de az 1is lathatd, hogy igen kis
elmozduldsoknal fennall a

AS"~Ar" |

|Ar|z
Osszefliggés. Ezt felhasznalva, a sebességre vonatkozdan tjabb

megallapitasokat tehetiink.
Egyrészt a sebesség nagysdgara a

W)= |dr(t)] _ldr(t)] _ ds(t)
| dr | dt dt
kifejezést kaphatjuk, madasrészt az is lathatdo (4bra), hogy a
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sebességvektor a pdalya érintéjének iranyaba mutat. Ezért, bevezetve az érintdiranya Uy
egységvektort, a sebességvektor mas alakban is felirhat6. Ehhez a sebesség kifejezését —
formalisan ds-sel osztva és szorozva, majd figyelembe véve, hogy ds=dr — irjuk at az alabbi
modon:
g drds _dr ds
ds dt drdt
Itt az elsd tényezd az elmozdulds illetve a sebesség irdnydba mutatd egységvektor, ami
egyuttal a palya érintdjének irdnyaba mutat (U, ), a masodik tényezé pedig a sebesség
nagysaga (v), igy a sebességvektor az alabbi alakba irhato:
V=wU,.
Megjegyzések:
¢ A sebesség nagysagara vonatkozé fenti Osszefiiggés szigortian véve csak a (pillanatnyi)
sebességre érvényes, az atlagos sebességre csak akkor, ha a sebesség idoben allandd
(kozelitdleg érvényes "igen rovid" idOtartamra vonatkozo atlagos sebességre is).
¢ A sebesség nagysagabol kiszamithato a tomegpont altal adott id6 alatt megtett ut is:

3]
si2= [t )ar'.
i
A gyakorlatban dtlagsebességnek nevezik egy adott id6tartam alatt befutott Ut s

hosszanak ¢és az idének a hanyadosat: v = —~—
t,—t
27

Egy mozgd tomegpont sebessége valtozhat. Elvi és gyakorlati szempontbdl is fontos
szdmszeriien jellemezni a sebesség valtozasanak "litemét", amit ismét a valtozas €s a valtozas
iddtartamanak hanyadosa ad meg. A kozelitd jellemzésre az
atlagos gyorsulas (dbra)

a _AV(t) N(t+At)-V(t) v(t)
“ A At ’
a pontos jellemzésre az

r(t+At) v (t+Af)

2
a(t)= lim Av(t):dv(t)zd r(t)
a0 At dt dr’ o)

pillanatnyi gyorsulds szolgél. A gyorsuldsvektor komponensei
a sebességvektor mintdjara:

dvi(t) _ d’x(t)

a,(t) = dt dr’
_ dv,(1) _ d’y(t)
GO ==y =
Cdv,(t) d’z(t)
=T T

A gyorsuléas nagysaga
a=|a|=va’ =la] +a; +a; .

Példa a kinematikai mennyiségek szamitasara:
Ha az r(z) fiiggvény az alabbi
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x(t)=2+3t
W(t)=3t
Z(t)=1+2t+17,

akkor a sebesség:
dx( t)

v.(t)= = 9¢°
dy(t
V(1) = y(l ) _
v.(t)= dz(t) =2+ 21,
a gyorsulas pedig:
a,(1) =L _ 15y
dt
dv (t
a,(t)= V;:)zo
a(t)=2=_;
dt

A helyzetvektor Kiszamitasa a gyorsulasbol

A valdsagban a helyzetvektor idéfliggését tobbnyire nem ismerjiik, hanem a gyorsulédsra
vonatkozoan vannak ismereteink (ezzel a kérdéssel késébb részletesen foglalkozunk a
Newton-torvények kapcsan).

A gyorsulds idofiiggésének ismeretében a sebesség kiszamithato a differencidlds inverz
miivelete, az integralas segitségével.

Ha a mozgast egy 6nkényesen valaszthatd ¢y iddpillanattol vizsgaljuk, akkor a gyorsulas

crer

a(t):Z:dV:a(t)dt
dv, =a,(t)dt, dv, =a,(t)dt, dv, =a,dt

A fenti vektoregyenlet komponens-egyenleteinek integraldsaval megkaphatjuk a sebesség-
komponensek

t t

V()= (ty)+ [a,(t)dt =v,, + [a(t )t
ty ty
t t

v, (1)=v, (10)+jay(z')dt' = vy, +jay(t')dt',
ty ty

t t
v.(t)=v.(t,)+ [a.(t)dt' = vy, +[a.(t' )t
ty ty
illetve a sebességvektor
t t
V(1) =V(ty )+ [a(t')dt' =v, + [a(t’ )dt’
t t

1dofiiggését. Jelolés: v(ty) = vy, a ty iddpillanatban érvényes Un. kezdeti sebesség.
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Hasonloan kaphat6 a helyzetvektor idofiiggése a sebesség integralasaval:
t t
X(t)= x(to)+jvx(t')dt' =x,+ jvx(t')dt',
ty ty
t t
¥(1) = (1) + [ v, (1 )di' = yy + [ v, (2 )
ty ty

z(t)= z(t0)+jvz(t')dt' =z, +jvz(t')dt'.

((t)=r(ty)+ [v(t )dt' =r, + [v(t' )t

Itt a kezdeti helyvektorra az r(t;) = r, jelolést alkalmaztuk.

Az integralds hatdrozatlan jellegébdl kovetkezik, hogy a helyzetvektor idofiiggésének
meghatarozasadhoz a gyorsulés idofiiggésének ismerete mellett még 6 allandot — pl. a 3 kezdeti
koordinatat és a 3 kezdeti sebességet — is ismerni kell.

Kinematikai 6sszefliggések konkrét esetekben

A fenti egyenletek megoldasahoz ismerni kell az integraland6 fliggvényeket, mindenek eldtt a
gyorsulas a(z) idofliggését. A feladat megoldasa — vagyis az r(z) fliggvény megkeresése — attol
fliggben konnyli vagy nehéz, hogy milyen a gyorsulasvektor €s annak idofiiggése. A
mozgasok csoportositdsdnal ez a szempont fontos szerepet jatszik.

Mozgas allandé gyorsulassal

Ha a = dllando, akkor a gyorsulas a_,a ,a. komponensei is allandok, ezért

t
v.(t)=v,, +Iaxdt:v0x +a, (t—t,).
Iy
Hasonldan:
v, (t)=vy, +a,(t—t,)

Vz(t) =V, +az(t_t0 )
Ugyancsak integraldssal kaphato a helyvektor a sebességbdl:

t t
x(t)=x, +J.vx(t)dt=x0 +Iv0x +a, (t—t,)dt=
fy ty
=X +V0x(t—f0)+§ax(t2 —1) )—aty(t—1,),
vagyis
xX(t)=xy+vy(t—ty)+La (t—1,)°.
Hasonloan:
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V() =y +vy,(t—ty)++a,(t—t,)’

2(t)=zy +vy. (t—ty)+1a (t-1,)°.
Vektori alakban ugyanezek az 6sszefiiggések:
V(t)=Vv,+alt—-t,)
r(t)=ry+Vy(t—ty)+La(t—1,)’.
Ha a mozgads vizsgalatat a ¢, =0 idOpillanatban kezdjiik, és a tomegpont ekkor az
r, =0 origoban van, akkor az ismert egyszer(i 6sszefliggéseket kapjuk:
V(t)=V,+at
r(t)=vy+iar’
Mivel a kezddsebességre €és a gyorsulasra semmiféle kikotést nem tettiink, az allando

gyorsulasi mozgas palyéja altalaban nem egyenes. A legegyszeriibb mozgashoz igy jutunk
el, hogy jabb egyszeriisitd feltételeket alkalmazunk.

Egyenes vonalu mozgas allando gyorsulassal

A mozgés akkor lesz egyenesvonalu, ha a gyorsulds a sebesség irdnyat nem valtoztatja meg,
vagyis, ha a gyorsuldsvektor (a) és a kezdeti sebesség vektor (Vo) egyenese egymassal
parhuzamos. Ekkor ugyanis az egyik koordinatatengelyt — példaul a z tengelyt — a kezdeti
sebesség egyenesén felvéve:

Vy{0.0.v,. )

a(t{0.0,a.(1)}

és

r,10.0,z,
Ebbdl kovetkezik, hogy az integralds utdn a sebességvektornak és a helyzetvektornak is csak

a z-komponense lesz nullatdl kiilonbozo, vagyis a mozgés a z-tengelyen zajlik, és egyetlen
koordinata segitségével irhato le:

a(1){00,a.(1)}
V(£)0.0,v. (1)}
r(t){0,0,z(t)}.
A legegyszeriibb eset az, ha a gyorsulds idoben allandd. Ilyen mozgés pl. a lejtén vald
lecsuszas €s a szabadesés. A kinematikai Osszefliggések ilyenkor:
v,(t)=v,, +a,t
z(t)=z, +v02t+éa2t2.
Ha a test nyugalombol, az origébol indul, akkor vy, =0, és z) = 0. Ha emellett még ¢, =0 is
fennall, akkor az egyenletek:

v.(t)=a.t
z(t)=tar.

KISERLET: golyés kotél ejtése (fliggdleges kotélre golyokat erdsitiink, a padléotol
rendre d, 4d, 9d, 16d, stb tavolsagra, majd a kdotelet elenged;jiik. A golydk a padlon
egyenl6 idokozokben koppannak).
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KISERLET: Galilei lejtd (lejtébe vagott csatornakban azonos magassagl helyrél
induld golyok utjdba az induldsi helytdl rendre d, 4d, 9d, 16d, stb tavolsagra
csengdket helyeziink el, majd a golydkat egyszerre elenged;jiik a lejtdn. A golyok
egyenl6 idokozokben csenditik meg a csengdket).

Ertelmezés:
Ha a két koppands (csengetés) kozti i1d6 ¢;, akkor az m-edik golyd koppanasanak
(csengetésének) idOpontja: ¢, =nt;, (n=123....), és igy a kiilonbozé golyok altal megtett

(azaz kiilonbo6zd n értékekhez tartozd) utakra kapjuk:

1 2,2
Z, =5an’t;

z,=n'z,=n’d
Ebbdl a golyok tutjaira valoban a fenti szamsorozat adodik, a golyok egymas kozti tavolsagara

pedig a 3d, 5d, 7d,... szamok adodnak.
Lejto segitségével pontosabb vizsgalatot is végezhetiink.

KISERLET: Légparnas lejtén lecsuszo test sebességét (v,) mérjik kiilonb6zd
helyeken, és abrdzoljuk a befutott ut (z) négyzetgyokének fliggvényében (mert
v, =4/2a.z :,IZaZ\/;). Ha a mért pontok egyenest adnak, akkor igaz, hogy a

mozgas gyorsuldsa 4llandd, és az egyenes meredekségébdl (M, =,/2a,) a

2
e

gyorsulas megkaphat6: a, =

Ha a, = 0, akkor egyenletes is a mozgas, ¢és az egyenletek igy egyszerlisodnek:
v, =v, = dllando

z

z(t) =z, +v,,t.

KISERLET: Mikola-cs8: folyadékkal toltott, lezart cs6ben buborék van. A csovet
ferdén tartva a buborék egyenletes mozgast végez. Igazolds: metronommal egyenld
id6tartamokat jeloliink ki, és minden idéjelnél az tivegesovon megjeloljiik a buborék
helyét. A jelek egyenld tdvolsagra lesznek egymastol.

Egyenes vonalu mozgas valtozo gyorsulassal, a harmonikus rezgémozgas

Egyenes vonalu, véltozé gyorsulasi mozgés nagyon sokféle lehet. Az egyik legfontosabb
ilyen mozgés a rezgémozgéas. Az egyenes

mentén rezgd tomegpont ugy mozog, hogy XV 4 Asinafte .
mozgasiranyat 1dordl-idore ellenkezore Al

valtoztatja.

A rezgbmozgads specidlis esete a / ‘
harmonikus  rezgomozgds, amikor a 't t
pontnak az egyenesen (pl. az x-tengelyen) T \/ \/
elfoglalt  helyzete  iddben  szinusz ) SR ‘ T .
(koszinusz) fiiggvény szerint valtozik ‘ |

(abra).
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Ez a mozgas azért fontos, mert (tobbé-kevésbé pontosan) a valosagban is létezik, és mert
segitségével barmilyen rezgdmozgas leirhato.

KISERLET: megpenditett acéllap végének rezgémozgasat alatta egyenletesen
mozgatott kormozott tiveglapra rajzoltatjuk, és kivetitjiik. Ha sikeriilt kis csillapitast
elérni, akkor a kapott gorbe valoban szinuszos jellegli, tehat kozelitdleg harmonikus
rezgés. (A valddi rezgés csillapitott!)

Ha a mozgas egyenese az x-tengely, akkor az dbran lathato esetben (tehat amikor az iddmérés
kezdete nem egyezik azzal az iddpillanattal, amikor a pont a +x irdnyban mozogva athalad az
x=0 helyzeten) a harmonikus rezgés kitérése az id6 fliggvényében az

x(t)=Asino(t+t,)
fiiggvénnyel irhato le. Itt 4 a legnagyobb kitérés, amit a rezgés amplitiddjanak neveznek, a ¢
mennyiséggel pedig azt vessziik figyelembe, hogy a =0 iddépillanatban a kitérés nem nulla,
hanem x,=x(0)=Asinw(t,). A kifejezés tovabb alakithatd, ha bevezetjik az wt)=0
jelolést:

x(t)=Asin(wt+9).
A O mennyiség azt adja meg, hogy a tOmegpont a rezgésének milyen fazisaban van az
1domérés kezdetén (1=0), ezért &t gyakran kezd6fazisnak nevezik. Mivel az idémérés kezdete
toliink fiigg, o értéke tetszOleges lehet, ez az oka annak, hogy a harmonikus rezgés leirasara a
sin és a cos figgvény egyforman jol hasznalhatd (ha pl. a fenti kifejezésben az idomérés
kezdetét ugy valasztjuk meg, hogy o=wt)=r/2, akkor a sin helyett kezd6fazis nélkiili cos
fiiggvényt kapunk).
Milyen a harmonikus rezgdmozgast végzé tomegpont sebessége €és gyorsulasa?
A kitérés idofiiggését megado

x(t)=Asin(wt+9)
fliggvénybdl a tomegpont sebessége €s gyorsuldsa differencialassal kaphato:

vx(t)=%=Aa)cos(a)t+5)
a(t)= dv;:t) - d;’;i’ ) 4 sin( @t +6 )= —ax(1).

Vagyis ez egy olyan mozgés, ahol a gyorsulds nagysaga a kitéréssel aranyos, irdnya pedig
azzal ellentétes.

Gorbe vonalu mozgas allando gyorsulassal:

Ilyen pl. a hajités, ahol az alland6 nehézségi gyorsulas (g) érvényes.
Ha a gyorsulas allandd, akkor #)=0 esetén:
V(t)=Vv,+at
r(t)=v,+iar
Altaldban
a(ax 4 ay 4 az )
VO(VOX’VOy’VOZ)

ro(x()ryo:zo)-
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Egysertisités: valasszuk ki az a és vy vektorok altal meghatarozott sikot, és vegyiik fel a
koordinatarendszeriinket tigy, hogy pl. az xz sik ezzel parhuzamos legyen. Ekkor

a(ax 0,a, )

Vo (v,.0,5.)

to (%0, ¥0,70)
Forgassuk gy a rendszert, hogy a z-tengely a gyorsulés irdnyaba mutasson, ekkor

a(0,0,a.)

Vo (v,.0,5.)

(%0, ¥9,20)
Ezek utan a koordinatarendszert addig toljuk az y-tengely irdnydban, amig y,=0 lesz, igy
ekkor a test kezdeti helyvektora és kezdeti sebessége is

az xz sikban van, és X
0 X
a(0,0,a.) ; >
Vo (v 0.v.)
ro(x0.0.2)
A gyorsulas integralasaval kapjuk, hogy
vV, =V, xX(t)=x,y+vy,t,

Vy:VOy:O y(t):y():O’
v, =V, t+a.t z(t)=z, +v021+§a212

(t,=0).
A fenti egyenletek irjak le a hajitasokat, csak ekkor az a, = g értéket kell behelyettesiteni.
A egyenletekbdl latszik, hogy a mozgést jellemz6 adatoknak csak z és x komponense lesz,
vagyis stkmozgds jon 1étre.
A mozgas jellege a kezddsebesség-vektortol fligg. Nehézségi erdtérben torténd mozgas
(hajitas) esetén:
altalaban: ferde hajitas,
v,, =0, v, #0: vizszintes hajitas,
v,, =0, v, #0: fiiggbleges hajitas,
Vor =Vy, =0 :  szabadesés.
A koordinatakat megadd egyenletekbdl az id6t kikiiszobolve megkapjuk a z(x) fliggvényt,
azaz a palya egyenletét

v a
Z(x)=—"x+ 5 x?,
va VOX

ami — a tapasztalatnak megfelel6en — parabola.

Gorbe vonalu mozgas valtozo gyorsulassal, a kormozgas

A sebesség az altalanos definici6 alapjan:

dr(t)
V(t)= ,
(1) &
a gyorsulas pedig formalisan:
at)= MO

dt
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Konkrét kifejezések természetesen csak akkor kaphatok, ha ismerjiik a mozgast.

Vizsgaljunk egy egyszerti, de gyakorlatilag fontos esetet, a kormozgast, amelynél a palya kor
alaku, és probaljunk konkrét kifejezést kapni a gyorsulasra.
Az abran a palya egy r sugaru kor, amelyen feltiintettiink egy
kis elmozdulast, ¢és berajzoltuk az elmozdulés két végpontjan
érvényes sebességvektorok kiillonbségét. A sebességvektor
megvaltozasat bontsuk fel egy tangencialis (érintd irdnyu)
dv,- és egy arra merdleges dv, és Osszetevore. Ha az
elmozdulas végteleniil kicsi, akkor a dv, 0Osszetevd

merOleges a palyagorbére, ezt az OsszetevOt normadlis

Osszetevonek nevezik. A két 6sszetevl nagysaga:
dvy =vde illetve dv, =dv
A megfeleld gyorsulas-komponensek:
a, :dV—N:vd—(o illetve a, = vy :ﬂ.
dt dt dt dt
fgy a gyorsulds a palyara meréleges, normélis (U, )- és a palya érintdjének iranyaba (u;)

mutatd, tangencialis egységvektorokkal kifejezve:
do dv
dt dt
(mivel a sebességvaltozds normalis komponense a kor kozéppontja felé mutat, az itt

bevezetett U, egységvektor is ilyen irdnyu).
Az abrabdl lathato, hogy

) r dt rdt r
Igy a gyorsulas
2
a—v—u +ﬂu
ro N dr T

A normalis gyorsuldskomponens neve centripetalis gyorsulas, amely a kor kdzéppontja felé
mutat, és a sebesség iranyvaltozasabol szarmazik, az érintéleges komponens pedig a
palyamenti gyorsulds, amely a sebesség nagysaganak valtozasabol szarmazik.
A mozgas jellemezhetd a ponthoz huzott sugar és egy Onkényesen valasztott sugar (abra)
kozotti szog valtozasaval is: ¢ =@(t). Bevezetve a szogelfordulas (¢) ilitemét jellemzd
szogsebességet (w):

d

00

dt

a gyorsulasra azt kapjuk, hogy
a dv Ur- +vou
= UrrTvaoldy.
dt
sk st ste sk sk ske sk ke skeoske skeosko sk skeok sk s sk sk sk ske s ske sk sk sk ke sk sk skok sk sk sfe sk sk sk sk sfeoske skeoskeoske sk skoskosk sk

A gyorsulas altalanos kifejezését kozvetleniil a sebesség differencialasaval is megkaphatjuk. Tudjuk, hogy a
sebesség mindig a palya érintdjének iranyaba mutat, ezért kifejezheté a sebesség vV nagysagaval és a palya
érint8jének iranyaba mutat6 (id8ben valtozo iranyt) U, (t) egységvektorral is: V(1) = v(t U, (t)
Ebbdl a gyorsulas:

_dv _dv(t) dur(t)
a—dt— & Urp(t)+v(t) .
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Bebizonyithatd, hogy az érintd iranyt egységvektor
idé6  szerinti  differencialhanyadosa a palyara ()

merdleges, a palya homoru oldala felé mutatd vektor u
N

. do — 7 ugt)
(dbra), amelynek nagysaga 7 Itt do az F(t+dt) \

4 u(t+dt) |
egységvektor szogelfordulasa dr id6 alatt. Ezzel a T s do
gyorsulas g

dv do(t Ur
dt dt

d
Ha a palya kor, akkor dp egyben a helyvektor szogelfordulasaval is egyenld, ezért a 7(0 = @ szdgsebesség
t
bevezetésével az
a dv u, +vau
=—-Urrvaoldy
dt

eredményt kapjuk.
s ot s sk sk ok ot sk ok sk ok ek ok sk ok s sk sk s ok st sk ok sk ke steoskok sk sk s e o ok ok sk s ok st ok sk sk sk sfeosk ok ok

A szogsebesség valtozasi sebességének jellemzésére bevezethetd a szoggyorsulas (f)

do
P="a
és a szogjellemzokkel a sebesség és a gyorsulds is kifejezhetd. Ehhez el6szor vegytk
figyelembe, korabbi eredménylinket: W= a9 = 1ds =Y Masrészt ennek
dt rdt r
., do Ildv . . A N .
alapjén f = —= = — (koérmozgésnal r=dllando). 1gy végiil azt kapjuk, hogy
r

a=ro’uy, +rf;.
Vagyis:

— R —
ap =rp ay =ro’° =vo =

_[2. 2
a=.lay+ar.

Mivel a szogjellemzok kozotti dsszefiiggések pontosan ugyanolyanok, mint a koordinatakkal
korabban felirt kinematikai jellemzok Osszefiiggései, az ott elmondottak itt is alkalmazhatok:

a)(t):a)0+jﬂ(t)dt

2
1%
7

o(1) =gy + [ (1)t

Allandé szoggyorsulas (azaz allandd palyamenti gyorsulds) esetén az integralas konnyen
elvégezhetd, és azt kapjuk, hogy

(t)=w,+p(t-t,;)

p(t) =9, +wo(t_t0)+§ﬂ(t_t0)2-
Vagyis a kdrmozgast végzd pont mozgasa ilyenkor az egyenes vonall, allandé gyorsuldsu
mozgéssal analdg mddon irhato le.



