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Anyagi pont dinamikaja

Mi a mozgas oka?
Arisztotelész': a mozgas fenntartasahoz kiilsé hatas kell. (Ezt a feltevést a feliiletes
megfigyelés aldtdmasztja, hiszen egy test mozgasban tartasdhoz altalaban tényleg erdt
kell kifejteni.)
Galilei’: egyenes vonalli egyenletes mozgas és nyugalom kiilsé hatas nélkiil zajlik, a
mozgasallapot megvaltozasahoz kell kiilsd hatds. (A részletesebb vizsgalat soran
kideriilt, hogy a testek megallasat kiilsé hatds okozza, amelynek csokkentésekor a test
egyre hosszabb ideig marad mozgéasban. Ebbdl extrapolalhato, hogy ha nincs kiilsé
hatas, akkor a test nem all meg.)

Alapkérdések:

Hogyan jellemezhetd szamszertien a kiils6 hatds?

Milyen a kiilsd hatas és a mozgasallapot megvaltozasa kozti kapcsolat?

Kiilsé hatas okozhat alakvaltozast vagy sebességvaltozast. A kiilsd hatds nnek alapjan

mérhetd.

Eré és tomeg, a dinamika alaptorvényei

Az er6 és tomeg bevezetésének a kiilsd hatas altal okozott valtozasok tipusa szerint két f6
utjat valaszthatjuk, most roviden vazoljuk a két lehetdséget.

Ero- és tomegdefinicio a kiilsé hatas alakvaltoztato képessége alapjan

Alakvaltozas alapjan torténd mérésnél pl. egy a hatéds €s a tomegpont kozé helyezett — tehat a
hatasnak kitett — rugalmas test (rugd) megnytlasa lehet a hatas mértéke. Elég kézenfekvo,
hogy a hatasnak iranya van: kiilonb6z6 iranyu hatasok esetén egy test kiilonb6z6 irdnyokban
indul el. A hatés irdnyat a kozbeiktatott rugd tengelyének irdnyaval adhatjuk meg.

Ahhoz, hogy a hatast mérni tudjuk, tudnunk kell, hogy milyen Osszefliggés van a hatas
nagysdga ¢és a mérésre haszndlt rugalmas test megnyuldsa kozott: ez az Gn. skdlatérvény. A
skalatorvényt onkényesen valaszthatjuk meg, de a szokasos (€s célszerll) valasztas az, hogy —
nem tal nagy hatdsok esetén — a hatds nagysdgat aranyosnak tekintjilk az altala okozott
megnyulassal, vagyis linearis skalatorvényt hasznalunk. Nulla értékiinek azt a hatast tekintjiik,
amely nem okoz megnyulést.

A hatas egysége Onkényesen valaszthato (pl. a nehézségi er6térben felfiiggesztett, Ol definialt
test altal a felfliggesztd testre kifejtett hatas), amihez a kozbeiktatott rugalmas mérd test
meghatarozott kitérése tartozik. Ezutdn minden olyan hatast, amely a mérd testen
ugyanekkora kitérést okoz, egységnyi hatasnak tekintiink.

A fenti médon definidlt, mérhetd, irannyal is rendelkezd0 mennyiség az ero, jelolése
rendszerint F.

Newton’ II. torvénye
A kovetkezd 1épés a (most mar mérhetd) erd és a tomegpont gyorsulasa kozotti
Osszefiiggés kimérése. A mérések szerint foldi koriilmények kozott jo kozelitéssel
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3 Isaac NEWTON (1643-1727) angol természettudos
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érvényes, hogy az erd altal 1étrehozott gyorsulas az erdvel egyirdnyu, nagysaga pedig
aranyos az erd nagysagaval:
F~a.
Ebbdl kovetkezik, hogy adott test esetén az F/a hanyados allando, a test jellemzdje,
gyorsitadssal szembeni ellenallasanak, tehetetlenségének mértéke. Ez a tehetetlen
tomeg, amelyet m betlivel szokas jeldlni:
F

m=—.
a

(Megjegyezziik, hogy van egy masik tdmeg is, az un. silyos tomeg, ami a gravitacios
kolcsonhatasban vald részvételt jellemzi. Ez, bar alapvetden mas jellemzonek tiinik, a
tapasztalat szerint mégis aranyos a tehetetlen tomeggel. Ezzel kapcsolatos témak:
gravitacios kolcsonhatas, Eotvos-kisérlet, altalanos relativitdselmélet.)
Az erd és sebességvaltozas kapcsolatdit megad6 torvény tehat (a Foldon nyugvo
rendszerben kozelitéleg)

F=ma
alakba irhat6, amit Newton II. torvénye néven ismeriink.
A gyorsulast id6- és tavolsagmérés segitségével hatdrozhatjuk meg, az eré mérése
rugoval, a tdomeg mérése a fenti Osszefiiggés alapjan torténik.
A fenti eljaras sordn eldszor az erd mérési utasitasat adtuk meg, és ennek segitségével
szarmaztattuk a tomeget, az egységeket azonban eddig nem rdgzitettiik. Mivel az
F =ma 6sszefiiggésben két ) mennyiség szerepel, az egyiknek az egységét
onkényesen megvalaszthatjuk, a masik egység ezutdn mar az Osszefiiggésbol
kovetkezik. A gyakorlatban eldszor a tomeg egységét rogzitettek. A tomeg
egységeként [ [ térfogata 4 “C-os tiszta viz tomegét valasztottak, és ezt I kg-nak
nevezik. Ezutan az er6 egysége — amit Newtonrol neveztek el — mar szarmaztathato: /

eroegyseg = lkg -1 ﬂz = [Newton = IN . Eszerint az az erd / N nagysagu, amely pl. /
s

kg tomegii testet / m/s’ gyorsulassal mozgat. Ez azt jelenti, hogy az er6méré eszkoz
(rugod) skaldjat ennek az egységnek a felhasznalasaval kell elkésziteniink.

Az, hogy egy test gyorsitdsahoz erd kell, latvanyos, kvalitativ kisérletekkel
szemléltethetd.

KISERLETEK:

¢ Cérnaszalra felfiiggesztett fahengert az aljara erdsitett cérnaszal meghtzasaval
probalunk gyorsitani. Ha az alsd cérnaszélat hirtelen, nagy erével megrantjuk,
vagyis a fahengert nagy gyorsuldssal akarjuk mozgatni, akkor a fahengerre
kifejtend6 — az als6 cérnaszilban ébredé — erd olyan nagy, hogy az alsé
(gyorsitd) cérnaszal nem birja ki, és elszakad. Ha az als6 cérnaszalat lassan,
egyre nagyobb erdvel huzzuk (a hengert kis gyorsuldssal akarjuk mozgatni),
akkor az also cérnaszalban fellépd erd kicsi, viszont a hengert tartd cérna el6bb-
utdbb elszakad, mert a ra attevodo erdt (huzderd + a henger stilya) nem birja ki.

¢ Nehezebb targyat (pl. pezsgésiiveg) papirlapra helyeziink, majd a papirlapot
lassan huzni kezdjiik. Ekkor az {iveg a papirlappal egylitt mozog. Ha a papirlapot
hirtelen megrantjuk, akkor az iveg nem koveti, és a papirlapot ki tudjuk huzni az
iiveg alol. Magyarazat: a gyors rantas esetén az liveg csak akkor tudné kovetni a
papirt, ha ugyanolyan gyorsuldssal mozogna, ehhez azonban nagy erdre lenne
sziikség, amit a surloédds nem képes biztositani. Lassu inditdsnal a strlodési erd
elegendd az iiveg gyorsitasahoz.

A kisérletek jol mutatjak, hogy a testek tehetetlenek, gyorsitasukhoz erd kell.
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Newton III. torvénye

Tapasztalati tény, hogy két egymassal kdlcsonhatasban allo (egymasra erdt kifejtd) test
mindegyike ugyanakkora nagysagu, ellentétes iranyu

(azonos tdmadéasvonalu) er6t fejt ki a masikra (abra):

Fro=-Fy. Fi Fa
Ez Newton III. térvénye, amelynek lényeges fizikai \ [ 4—@
tartalma az, hogy az erShatds mindig kolcsonhatas )

eredménye: nem tudunk kifejteni semmilyen hatast 1
ugy, hogy ne 1épne fel rajtunk az ellenhatas.
Ha a testekre az egymasra hatason kiviil semmilyen
mas eré nem hat, akkor a III. torvény és a II. torvény kombinacidjabol azt kapjuk,
hogy fennallnak az

ma; = -mya m Ny —m Ny

1ay 2az, 1 2
Osszefiiggések, illetve a tomeget allandonak tekintve, a
d(my,) __d(myV,)
dt dt

Osszefiiggés. Ebbol kovetkezik, hogy az mv mennyiség valtozdsa a kolcsonhatd
testeken azonos nagysagu €s ellentétes iranyu, vagyis

%( (m;Vv, +sz2))= 0 = mN; + myNV, = dllando.

Lathato, hogy az mv mennyiség itt kiilonleges szerepet jatszik: a kdlcsonhatd testekre
ennek a mennyiségnek az Osszege nem valtozik, ezért kiilon fizikai mennyiségként
vezették be. A
p =mv
mennyiség az m tomegpont lendiilete vagy mozgasmennyisége (gyakran az impulzus
elnevezést is hasznaljak)
Ezzel a fenti eredmény igy irhato:
p; + p2 = dllando,
vagyis, ha a két test csak egymadssal all kdlcsonhatdsban, akkor Osszes lendiiletiik
(mozgéasmennyiségiik) nem valtozik. Ez a lendiilet-megmaradas (mozgasmennyiség-
megmaradds, impulzus-megmaradés) térvénye két egymassal kolcsonhatdsban allo
tomegpont esetén.
KISERLET 1:
¢ Két szembeallitott, egymas felé¢ gurulni képes zsamolyon allo két személy egy
kotél két végét fogva egymast el akarja huzni. Barmilyen modon huzzék egymast
(csak az egyik huz, a masik csak tartja a kotelet, csak a masik huz, az egyik csak
tartja a kotelet vagy mindketten hiizzék a masikat) mindkét zsamoly elmozdul,
mégpedig nagyjabol ugyanugy. Az egyik test a masikra nem tud Ugy erdt
kifejteni, hogy a masik ne fejtene ki ré erot.

KISERLET 2:

¢ Két kiskocsi koz¢ rugdt helyeziink, amit 6sszenyomunk, és a rugdt dsszenyomott
allapotban cérnaszallal rogzitjiik. A cérnaszalat elégetve a rugd mindkét kocsit
megloki. Ha az egyik kocsi tomege lényegesen nagyobb, mint a masiké, akkor ez
a kocsi lassabban indul (kisebb tavolsagra megy el). Eredetileg a két kocsi Osszes
lendiilete nulla volt, ezért a cérnaszal elégetése utan is nullanak kell lennie.
Emiatt a két kocsi lendiiletvaltozasa ellenkezd iranyu (€s — amit itt pontosan nem
tudunk igazolni — azonos nagysagu).
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KISERLET 3:

¢ Mianyag zsindrra csusztathatd tartoban rdgzitve szddaviz-patront helyeziink,
majd a patront erre szolgald tiis eszkozzel kiszurjuk. A CO, gaz nagy sebességgel
kiaramlik a patronbdl, a patron pedig ellenkezd iranyban végigesuszik a zsinoron
(rakéta). Eredetileg nulla lendiileti rendszerben belsd kolcsonhatassal lendiiletet
létrehozva (gdz kidramléasa), ellenkezd iranyt lendiiletnek kell keletkeznie
(patron mozgasa).

A lendiilettel Newton II. torvénye (a tomeget allandonak tekintve) atirhaté még az
eV _d(mv) _d
dt dt dt
alakba is. Ebbdl a felirasbol lathatd, hogy ha egy tomegpontra nem hat erd, akkor a

lendiilete megmarad (ami nyilvanvalo, hiszen ilyenkor a sebessége allando).

Az erdhatasok fiiggetlenségének elve (Newton IV. térvénye)

Newton II. torvényét eddig ugy fogalmaztuk meg, hogy a tdmegpontra egyetlen erd
hat. Kiilon vizsgalandd az az eset, amikor a tomegpont nem egyetlen erd hatdsanak
van kitéve, hanem tobb test fejt ki ra erét egyidejiileg.

A kisérletek azt mutatjak, hogy ilyenkor az egyes erdkre kiilon-kiilon teljesiil Newton
II. torvénye, vagyis az egyes erok egymastdl fiiggetleniil fejtik ki a hatasukat a
tomegpontra. Ez az erdhatdsok fiiggetlenségének elve (gyakran nevezik Newton IV.
torvényének is).

Ennek kovetkezménye, hogy ha pl. egy tomegpontra két erd hat, akkor az egyik erd
altal okozott gyorsulas

F
a,=—_,
m
fiiggetlentil attol, hogy miikodik-e masik erd, a masik erd altal okozott gyorsulas pedig
F
612 = _2 .
m

Mivel a gyorsulas vektormennyiség, a pont eredd gyorsulasa:
a=a,+a, _E.B_ABFR
m m m
vagyis a tomegpont gy mozog, mintha a ra hat6 erdk vektori dsszege hatna ra. Tobb
erd egyiittes hatdsa esetén — ennek megfelelden — Newton II. térvénye az erdk vektori
0sszegére, az Un. eredo erore érvényes:

F1+F2+ """ +Fn:ma]+ma2 +man:ma
F

Az tehat, hogy az erdk egymastol fiiggetleniil fejtik ki hatdsukat, azzal egyenértékdi,
hogy az erdk vektorkent viselkednek, vektorként osszegezhetok, mint a gyorsulasok.

Ha tehat egy tomegpontra tobb erd hat egyidejlileg, akkor a II. Newton-torvénnyel
kapcsolatos Osszes fenti megallapitdsunk érvényes marad, csak a tomegpontra hatd
erdk helyére az erdk vektori sszegét, az eredd erdt kell beirni.

A TV. torvénybdl az is latszik, hogy egy eredetileg nyugvé tomegpont nem csak akkor
marad egyensulyban (nyugalomban), ha nem hat rd erd, hanem akkor is, ha a rd hato
erok eredoje nulla. A fenti esetben a tomegpont helyén hatdé erdk dinamikai
szempontbol egymas hatasat kioltjdk. Ezt gyakran ugy fogalmazzak meg, hogy ebben
az esetben az egy pontban hat6 erdk egyensulyban vannak.

9

eredé — ma.
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KISERLETEK:

¢ Ha az erd a tobbi hatastol fiiggetlentil fejti ki hatasat egy tomegpontra, akkor a
kiilonboz6é hatdsokra bekovetkezd mozgasok is egymastdl fiiggetleniil mennek
végbe. Két egyforma golyd egyikét vizszintesen elhajitva, a madsikat pedig
ugyanakkor elejtve, a két golyd egyszerre koppan a talajon. A golydk fiiggdleges
iranyl mozgasa ugyanugy megy végbe, bar az egyik vizszintes iranyban is
mozog.

¢ Ugyanezt igazolja az a kisérlet, amikor egy nehezékkel ellatott posztd darabot
elejtiink, és ugyanakkor a posztodarab eredeti helye fel¢ kiloviink egy nyilat. A
nyil mindig eltaldlja a posztédarabot. Kénnyen beldthatd, hogy ez csak ugy
lehetséges, hogy a nyil vizszintes és fiiggéleges mozgasa egymastdl fiiggetlentil
zajlik.

KISERLET:

¢ Két azonos magassagban elhelyezett csigan
egy kotelet vetlink at, és a kotél egyik végére
3 egységnyi-, a masik végére 4 egységnyi-, a
kozepére pedig S5 egységnyi tomeget
erdsitiink (4bra). A sulyokat elengedve, azok
beallnak egy egyensulyi helyzetbe, amelyben
a két csiga kozti kotélszakasz a kozépsod
sulynal ~ megtorik.  Barmilyen  kezdd
allapotbdl hagyjuk magara a rendszert, a két
csiga kozti kotélszakasz két része egymdssal
derékszoget zdar be. A fliggblegesen lefelé
mutatd G (suly) er6t tehat — az adott sulyok
esetében — az F; és F; erd csak akkor tudja
kompenzalni, ha egymasra merdlegesek.

A merdleges bedllast konnyen értelmezhetjiik, ha feltételezziik, hogy az erdk
vektorként viselkednek’. A valasztott sulyok (erék) esetén fennall az FZ = F 12 +F 22
Osszefiiggés (F;=3 egység, Fr=4 egység, ¢s F=5 egység), ami a derékszdgili beallas
miatt megfelel a vektorabrabol kaphatd Osszefliggésnek. Ez azt jelenti, hogy a G
stullyal valoban a két masik erd vektori Osszege tart egyensulyt F, +F, = -G. Az erék
tehat vektorként dsszegezhetdk.

Newton 1. torvénye, az inerciarendszer fogalma

A dinamika alaptorvényeit a Foldhoz képest nyugvéd
vonatkoztatdsi rendszerekben végzett kisérletek tobbé-
kevésbé alatamasztjak. Konnyen belathatd azonban, hogy
vannak olyan vonatkoztatasi rendszerek, amelyekben a
torvények  biztosan  nem  teljesiilnek. Ennek
demonstralasara végezziik el az alabbi gondolatkisérletet.
Egy megfigyeld egy lefedett kocsiban iil, amelybdl a

" A kisérlet értelmezéséhez tudni kell, hogy a testek siilya aranyos a tomegiikkel, tovdbba, hogy a csigén atvetett
kotélre akasztott sulyok a csiga masik oldalan is a stlyukkal azonos erdt fejtenek ki, amelynek iranya a kotél
iranyaval egyezik.
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kornyezetét nem latja (abra). A kocsiban van egy vizszintes, sima asztallap, amelyen
egy sima feliileti, gomb alakll golyo all. Ha a kocsit ¢vatosan gyorsitjuk — ugy, hogy a
megfigyelO ne érezze a gyorsulast — akkor a megfigyeld azt fogja tapasztalni, hogy a
golyo gyorsul, és 4llo helyzetbdl elindulva az 6lébe esik. Newton II. torvénye szerint,
a megfigyeld ezt gy értelmezi, hogy a golyora fellépett egy erd. Ilyen erét azonban
nem taldl (a kiilsé szemléld tudja, hogy nincs is ilyen erd), ezért nem érti, hogy a golyd
miért gyorsult. (A kiilsd szemlél6 azt allapitja meg, hogy hozza képest a golyd nem
gyorsul, és helyben marad, a kocsiban iil6 megfigyeld azért latja gyorsulni a golyot,
mert a kocsi gyorsul, és kiszalad a goly¢ aldl.)
Vagyis egy gyorsuld testhez rogzitett vonatkoztatdsi rendszerben olyan testeket is
gyorsulni latunk, amelyekre hat6 er6k ereddje nulla, ilyen rendszerben tehat Newton
II. torvénye (eredeti formajaban) nem érvényes.
Emiatt sziikkség van annak lerdgzitésére, hogy milyenek azok a vonatkoztatasi
rendszerek, ahol a Newton-torvények haszndlhatok. Amikor Newton I. torvénye (a
tehetetlenség torvénye) azt mondja ki, hogy minden test megtartia nyugalmi dllapotat
vagy egyenes vonalu egyenletes mozgdsat, amig valamilyen kiilso hatds nem éri,
Iényegében azt fogalmazza meg, hogy olyan rendszerekkel foglalkozunk, amelyekben
a fenti allitas, azaz a tehetetlenség torvénye igaz. Az ilyen rendszereket tehetetlenségi-
vagy inerciarendszereknek nevezik.
Az [. torvény tehat azt fogalmazza meg, hogy
¢ inerciarendszerek léteznek, és
¢ a tobbi Newton-torvények — eredeti forméjukban —  inerciarendszerekben
érvényesek.

A fentiek alapjan az inerciarendszer kivalasztasanak modszere elvileg abban 4ll, hogy
megfigyeliink egy magara hagyott testet, és megnézziik, hogy gyorsul-e vagy nem. A
dolog, sajnos nem ilyen egyszerli, ugyanis nem konnyli azt megallapitani, hogy a
megfigyelt testre valdban nem hat semmilyen erd.

A Fold szigortian véve nem inerciarendszer (forog €s kering, tehat barmely pontjanak
gyorsuldsa van), de kiilonleges pontossagot igényld esetektdl eltekintve, kozelitdleg
annak tekinthetd.

Ero- és tomegdefiniciéo a kiilsé hatas mozgasallapot-valtoztaté képessége alapjan

A kiils6 hatds masik — konnyen észlelhetd — eredménye az, hogy megvaltoztatja a testek

crer

egyszeriibben megadni.

A tehetetlen tomeg bevezetése
Mozgasallapot-valtozas alapjan a tomeg (€s az erd) definicidja ugy torténhet, hogy
egymassal kolcsOnhatasban 4ll6  két testnek a kolcsonhatas 4altal okozott
sebességvaltozasat (Av; és Av,) mérjiik meg kiillonbozo esetekben.
A mérésekbdl kideriil, hogy a két test sebességvaltozasa mindig ellenkezd iranyq, a
valtozasok nagysaganak aranya pedig ugyanazon két test esetén mindig ugyanakkora,
fiiggetlentil a két test kezdeti sebességétol.

AV, =-K,,Av,, Ay A = K,, =4llando.

Av, A

Az litk6zésben a tapasztalat szerint mindig a "kisebb" ill. "kdnnyebb" test
sebességvaltozasa nagyobb, ennek megfelelden a sebességvaltozas-arany nd, ha a 2
test méretét noveljiik (pl. 1itk6z6 kocsik esetén a kocsira rakott test mellé tovabbi
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testeket helyeziink), és csokken, ha az / test méretét noveljiik. Durvan szolva: a K3,
mennyiség ardnyos a 2 ¢és [ testek "anyagmennyiségének" hanyadosival. Ennek
alapjan bevezethetiink egy mennyiséget, ami az egyes testeknek az iitkozésben
tanusitott viselkedését jellemzi. Ezt a mennyiséget a testek tehetetlen tomegének
nevezzik, m-mel jeloljik, és ugy definidljuk, hogy a két kdlcsonhato test tomegének
hanyadosa az iitkozésben meghatarozhaté K,; mennyiséggel egyenlo:
K, = _m
Av, m,

Az 1litkozéses kisérlet alapjan tehat csak a két kolesonhatd test tdmegének aranyat
tudjuk definidlni. Ahhoz, hogy egy test tomegét meghatarozzuk, valasztani kell egy

testet, amelynek tomegét onkényesen egységnyinek tekintjikk: m, = I tomegegység .

Av,

Az ismeretlen tOmegl testet ezzel a testtel iitkoztetve, megmérjik a K = y
\

. , ” . . m . . ‘s
mennyiséget, ¢és ebbdl az ismeretlen tomeg a K =—— 0Osszefiiggés alapjan:
m
m = Km, = K tomegegység .

A lendiilet és az erd bevezetése, a Newton-torvények szdrmaztatdsa
A tomeg bevezetése utan az iitkozésre vonatkozo tapasztalatainkat az
mMN,; =-m,AV,,
my(V;=V,;)==m,(V5=V,)
mN;+myV, =m\N, +m,V),
Osszefiiggésekkel irhatjuk le, ahol a vesszdtlen sebességek az {itk6zés elotti, a vesszds
sebességek az litkdzés utani sebességeket jelentik. Az utolsd Osszefiiggés az p=mv
mennyis€g megmaradasanak tételét fejezi ki. Ezt a mennyiséget nevezzilk most is
lendiiletnek.
Az litkdzési kisérletben két kolcsOnhatasban 4lld test mozgésat vizsgaltuk. Gyakran
azonban csak a kolcsonhato testek egyikének mozgdsa érdekel benniinket, ezért
felmeriil a kérdés, hogyan lehet egy test mozgasallapot-valtozasat meghatarozni ugy,
hogy a masik test jelenlétét kiilsd (erd)hatasnak tekintjiik. Ehhez elészor azt kell
tisztazni, hogy milyen 6sszefiiggés van a test mozgasallapot-valtozasa és a hétkdznapi
értelemben ra gyakorolt erd kozott.
Ha egy vizszintes terepen lassan felénk gordiilé kocsit meg akarunk allitani, és nem
szamit, hogy ezt mennyi id6 alatt tessziik meg, akkor a célt viszonylag kis erdfeszités
aran elérhetjiik, ha a kocsival egyiitt hatralva hosszabb id0 alatt lassitjuk le. Ha
azonban a megallitasra csak rovid id6 all rendelkezésre (pl. a kocsi vészesen kozeledik
a falhoz), akkor a megallitas nagy erdfeszitést kivan. Masrészt az erdkifejtés mindkét
esetben fiigg attdl is, hogy mekkora a megallitando kocsi tomege (kis tomegnél
nyilvan kisebb a sziikséges erdfeszités). Vagyis a mozgasallapot-valtoztatashoz
sziikséges erdfeszitést egyrészt a lendiiletvaltoztatds nagysaga, masrészt a valtoztatasra
forditott id6 szabja meg. Az erdfeszités nagysaga a tapasztalat szerint aranyos a
d(mv)
dt

lendiiletvaltoztatassal és forditva ardnyos a valtoztatds idejével, vagyis a

hanyadossal jellemezhetd.
Ha egy m és egy M tomegli tOmegpont kolcsOnhatasat vizsgaljuk, akkor a fentiek
alapjan a kolcsonhatas sordn fennall a

A(mv,, )=-A(Mv,, )
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Osszefliggés. Az egyenletet Ar-vel osztva, majd végteleniil kicsi idOtartamra attérve, a
d(mv, ) __d(Mv,)
dt da

illetve

d(pm) —_ d(pM)
dt dt
Osszefliggést kapjuk. Ez azt jelenti, hogy az m tomeg lendiiletvaltozasanak sebessége,
ami a valtozashoz sziikséges "erdfeszitést" adja meg, kifejezhetd a M tomeg adataival.

Ezek alapjan az m tdmegre hato F,, erdt ugy definidlhatjuk, hogy

Fm:_dp_M'
dt

crer

Fm — dp}'ﬂ =m dvm

dt dt

Osszefliggést, ami azt fejezi ki, hogy a tomegpontra haté erd ardnyos a tomegpont
gyorsuldsaval. Ez Newton II. torvénye.

Mivel két test kdlcsonhatasara a fentiek szerint mindig érvényes, hogy

d(p,) __d(p,)

dt dt
az erd fenti definicidja alapjan teljesiil a

dp,) __dp,)
F) i i Fs

Osszefiiggés, ami Newton III. térvénye.

Ha egy m tomegli tomegponttal egyidejlileg tobb tomegpont (m;, my, ms, ... ) all

kolesonhatasban, akkor a tapasztalat szerint az egyes kolcsonhatasokra tovabbra is

érvényesek a két tdmegpont kdlcsonhatdsdra vonatkozd korabbi megdallapitasaink,

vagyis a kélcsonhatasok egymdst nem befolydsoljak. Ha az egyes kolcsonhatasokra

vonatkozd6 m(Av ), =-A(m\V,;) egyenleteket Osszeadjuk, akkor megkapjuk a m

=ma,,

3

tomegpont teljes sebességvaltozasara vonatkozo Gsszefiiggést:
mAV = —z A(myV,; ).
i

Itt (Av), a m tomegnek az i-edik tomeggel vald kolcsonhatdsabol szarmazo

sebességvaltozdsa, a teljes sebességvaltozds pedig ezek vektori 0Osszege:
AV = Z( Av ). . A fenti egyenletet At-vel osztva, majd végteleniil kicsi idétartamra

attérve, az
dv d(mv,)
m—=ma= -——|=) F
dt Z( dt j Z ’
egyenletet kapjuk, ahol F; az i-edik tomeg altal a m tomegre kifejtett er6. Vagyis a m
tomegpont mozgasara Newton II. térvényét ilyenkor a tdomegpontra hatd erdk vektori
osszegével kell felirni, ami Newton IV. torvénye.

A mozgasegyenlet és alkalmazasai

Newton II. torvénye Osszefiiggést ad a tomegpontra hatd erdk €s a tdomegpont gyorsuldsa
kozott. Mivel ez az Osszefiiggés teszi lehetdvé a mozgés leirdsat, mozgasegyenletnek is
nevezik. A mozgasegyenletet két célra hasznalhatjuk fel.



TOTH A.: Pontdinamika (kib&vitett dravézlat) 9

A legkézenfekvOobb ¢és leggyakoribb felhasznalds az, hogy a tomegpontra hatd erd(k)
ismeretében a mozgasegyenlet segitségével meghatdrozzuk a mozgd pont helyvektoranak
idofiiggését, vagyis matematikailag leirjuk a mozgast.

A mozgasegyenlet egy masik lehetséges felhasznalasa az, hogy ismert mozgashoz
meghatarozzuk azt az er6t, amely az adott mozgéast 1étrehozza.

Az eréhatdasok legfontosabb tipusai

Ahhoz, hogy a mozgésegyenletet megoldjuk, ismerniink kell a tomegpontra hato
erdket. Most roviden foglalkozunk néhany fontos erdtipussal, amelyeket a klasszikus
fizikai mozgasproblémak megoldasanal gyakran hasznalnak.

Kényszerero

Az erének egy sajatos, konkrét kolcsonhatasi tipustdl fliggetlen — és gyakran
eléforduld — fajtaja 1€p fel akkor, ha egy test mozgésat valamilyen kiilsé kényszeritd
kortilmény korlatozza. Ez torténik példdul akkor, amikor egy testet valamilyen kiilsd
hatas olyan feliilethez nyom, amelyen nem

tud éathatolni. A gyakorlatban el6forduld Py
ilyen eset, hogy a testre a nehézségi erd | . Ej
hat, és mozgésat egy vizszintes sik feliilet G G

vagy egy lejtd jelenléte korlatozza. Az

ilyen feliilet megakadalyozza, hogy a test a . Fy

feliilet ald keriiljon, vagyis a test nem %

mozdulhat el a sikra merdlegesen lefelé (a) G G
a) b)

abra). Az ilyen mozgast korlatozé kiilso

feltételeket keényszereknek nevezzik. A

kényszer miikodését az emlitett esetekben igy foghatjuk fel, hogy a testre egy Fy
Hartdo erd” 1ép fel, amit kényszereronek neveziink. A test mozgésat ilyenkor ugy
irhatjuk le, hogy a kényszer (az athatolhatatlan sik) hatasat a mozgéasegyenletben az Fy
kényszererdvel vessziik figyelembe () abra).

Surlodasi ero

Ha egy kényszernek Kkitett testre a kényszerfeltétel altal megengedett elmozdulas
iranyaban hato erd is mukodik, akkor fellép egy sajatos fékezd erd, az Gn. surloddsi
erd. Ennek kozismert példdja az az eset, amikor a
vizsgalt testet egy kiils0 hatds egy feliilethez
nyomja (pl. az 4bran a G nehézségi erd), ¢és FS(Ft):
miikodik a feliilettel parhuzamos er6 (F) is. Ilyenkor TR
a feliillet egy az elmozdulast fékezd, surlodasi erdt

fejt ki. Kis erdnél a test odatapad a feliilethez, és l-F
nem mozdul el, mert egy Un. tapadasi ero (F))

kompenzalja a kiilsd er6t (tapadasi surlodas). A tapadasi erdnek azonban van egy —

az érintkezd felilletek mindségétdl fiiggd — maximalis értéke (F“), ezért ha ennél

nagyobb erdt fejtiink ki, akkor a test cstiszni kezd. A cstiszas kozben fellép egy allando
fekezé erd, az Un. csuszasi surlodasi ero (Fy), amely mindig a mozgasirannyal
ellentétes (csuszdsi surlodas).

A tapadasi eré maximalis értéke €s a csuszasi surlodasi erd is kozelitdleg aranyos a
testet a feliilethez nyomo erével (Fy).

Az 4llo test esetén fellépd maximalis tapadasi erdt az

max __
F =y,
a mozgo test esetén fellépd csuszasi surlodasi erdt pedig az
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Fs = IUFN
alakban irhatjuk fel, ahol z; illetve u a feliiletek mindségétdl fiiggd szdm, az un.

tapadasi- illetve csuszasi surlodasi egyiitthato. A tapasztalat szerint g4>g, vagyis a
tapadési er6 maximalis értéke mindig nagyobb, mint a cstiszési strlodasi erd.

Gravitacios kolcsonhatds, a sulyos tomeg

A tapasztalat szerint barmely két test kozott fellép egy olyan kolesonhatas, amelynél a
testekre hatdo erd — azonos anyagu ¢és allapoti testeket feltételezve — a kdlcsonhato
testek térfogataval aranyos. Ezt a kolcsOnhatast gravitdcios kélcsénhatasnak nevezik.
A Foldon egy test sulyat a Fold és a test kozott fellépd gravitacids kolcsonhatés
okozza.

Ha a két test kolcsonhatast okozd anyagi tulajdonsagat my-gyel illetve mjo-vel
jeloljik, akkor két pontszerlinek tekinthetd (azaz a tavolsagukhoz képest
elhanyagolhato méretil) test kozott fellépd eré nagysagat a Newton altal megallapitott
torvény szerint az

mgmyg,

F,=y
2

g

Osszefiiggés adja meg, ahol r a két pontszerli test tavolsaga. Az eré vonzo, ¢és a két
testet 0sszekotd egyenes mentén hat. Az m;, tulajdonsagot a kdlcsonhatod test silyos
tomegének nevezik. Az Osszefiiggésben két ismeretlen mennyiség van: az my sulyos
tdmeg ¢és a y aranyossagi tényezd, az Un. gravitacios dllando. A torvény igaznak
bizonyult nem pontszeri, de gémb alaku testekre is, ha tavolsagukat a centrumuk
tavolsadgaval azonosnak tekintjiik.

Ha onkényesen definidljuk, hogy mennyi az m, sulyos tomeg egysége (pl. azt
mondjuk, hogy [ liter viz sulyos tomegét tekintjiik egységnyinek), €s ezt az egységet /
kg-nak nevezziik, akkor az egységnyi tomegek kozott meghatdrozott tavolsagban
fellépod erét megmérve, kiszamithatd a y aranyossagi tényezo egysége €s nagysaga (ezt
a mérést elészor Cavendish' végezte el). A jelenleg hasznalt kg-definicio esetén a
mérések szerint y =6,67 - 107" Nm? / kg? .

A tapasztalat szerint a Fold felszinéhez kozel a testekre hatd gravitacids erd jo
kozelitéssel F, ~ G =mg alakban adhato meg, ahol g egy adott helyen minden testre
ugyanaz az érték. (Megjegyezziik, hogy egy test adott helyen mért silya nem pontosan

a gravitacios erdvel egyenld, mert a Fold forgasa miatt fellépd Gn. centrifugalis erd ezt
kissé modositja. Ezzel késébb foglalkozunk.)

s sk sk sfe sk sk sk sk skeoske sk sieoskeoske seosleskeskeske sk sfeosie sk sk s sk sfe s sk sk sk sfeosie sk sk skeoskeosiesk sk skeoskeosk skoskeosk skoskok skoskok skokok koo
Az F P G = mg dsszefiiggés a gravitacids torvénnyel dsszhangban van. A Fold (M) és a test (m)
kozott fellépd erd a graviticidés torvény alapjan (a Foldet gombnek tekintve, és a tomegét a
kozéppontban elképzelve)
_ Mm
¢ =V ——
(R+h)’

ahol R a Fold sugara, £ a testnek a Fold felszinét6l mért magassaga. Ha a test a felszin kdzelében van,
akkor R + h = R , tehit a gravitacios erd az

Fg :]/Fm

" Henry CAVENDISH (1731-1810) angol fizikus, kémikus, csillagasz
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alakba irhato. A g mennyiséget ezek szerint kozelitélega g =~ ¥ F Osszefiiggés adja meg, ami csak a

Fold adataitél és a gravitacios allandotol fiigg (az adatok behelyettesitésével 9,81 m/s” értéket kapunk).
sk s sfe ok sk sk sk ki sk ste st ske sk sesoskosko sk skosk ki sk sk sk sk sk sk s s skoskoskoskoskokok kot sk skosk sk sk skoskoskoskokoskoskokok skekoskoskosk

A testekre hato erd (F) a testeket gyorsitja (a), és ennek alapjan bevezettik a
tehetetlen tomeget az m, = — Osszefliggéssel. Ez a tomeg adott anyagu test esetén
a

szintén a térfogattal ardnyosnak mutatkozik. Felmeriil a kérdés, hogy a két teljesen
kiilonb6zé mddon bevezetett tomeg azonos vagy kiilonbozo.
A kozelitd vizsgalat alapjan a két tOmeg azonosnak latszik, ugyanis a tapasztalat
szerint a F6ldon a gravitacios er6 altal gyorsitott test gyorsuldsa (ag) nem fiigg a test
anyagatol és méretétdl, és ugyanaz a g érték, mint amit a testre hatd gravitacios erd
mérésébol kapunk:

F,=mg lletve F,=ma,~mg.

Ennek megfelelden

mgrmg = “rxl
mt

A kérdés azonban elvi jelentdségli, ezért pontos vizsgalatnak is alavetették. Az els6
komoly mérést ezzel kapcsolatban E6tvos Lorand' végezte el, és nagy pontossaggal
megallapitotta a stlyos és tehetetlen tomeg azonossagat: a kétféle tomeg hanyadosa a

mérési hiba figyelembe vételével csak a 9-edik tizedes jegyben térhet el az /-t6l.

Elektrosztatikus kolcsonhatds
Egymashoz képest nyugalomban 1év0, elektromosan toltott testek kozott a toltésiik
miatt fellép egy un. elektrosztatikus kélcsonhatas, amelynek eredményeként a két test
kozott vonzo vagy taszitd erd 1ép fel, attdl fiiggden, hogy toltésiik ellentétes- vagy
azonos elSjelii. A Coulomb® altal megallapitott torvény szerint két pontszeriinek
tekinthetd toltés kozott fellépd erd nagysaga:
x, 0
r
ahol Q; és O, a toltések nagysaga, K, a toltés egységétdl fliggd allando, r pedig a
toltések kozotti tavolsag. A torvény formailag megegyezik a gravitacios kolcsonhatast
leird torvénnyel, ezért a kétféle kdlcsonhatas kozott szdmos analdgia all fenn. A toltés

F Iszt —

e b

jelenleg hasznalatos egysége (I C=1 As) esetén az allando K, =9-1 0° Nm?’/C*.

A mozgds leirdsa az erd ismeretében
Ha ismerjilk a tomegpontra hatd erdket, akkor a mozgasegyenlet segitségével
meghatarozhatjuk a tdmegpont gyorsuldsat:

a(t) — Fere;l:l'(t) )

A gyorsulasb6l a kordbban megismert modon kiszdmithatjuk a tomegpont
sebességének és helyvektoranak idéfliggését

integrélas integralas
a(t) > V(i) > ()

"EOTVOS Lorand (1848-1919) magyar fizikus
? Charles Auguste COULOMB (1736-1806) francia fizikus, hadmérnok
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Ezt az eljarast a mozgasegyenlet megoldasanak vagy a mozgasegyenlet integralasanak
nevezziik, aminek sordn — ha ismerjiik a kezdeti feltételeket — eljutunk a mozgés teljes
leirasahoz.

Példaként vizsgaljunk meg, néhdny mozgast, amelyet ismert eréhatas okoz. Ezekben
az esetekben a valosagban tobbnyire nem pontszerd testek mozgédsarol van szo.
Késdbb latni fogjuk, hogy bizonyos esetekben (haladd mozgas) a kiterjedt testek
mozgasa is leirhatd a tomegpontra vonatkoz6 Osszefliggésekkel. Az alabbiakban
mindig azt tételezziik fel, hogy ez az egyszeriisités alkalmazhato.

Mozgas allando erd hatasara

Tiyenkor F(t)=F = dllandé , tehat a(t) ="/ = F

— =a=dllando , amibdl a sebesség
m m

¢s a helyvektor idofiiggése a mar ismert médon kaphat6é meg. Ilyen erd 1ép fel a Fold
felszin¢hez kozeli testekre, amely fliggdlegesen lefelé hat, és nagysaga G =mg .

Mozgas surlodassal
A csuszé testek mozgésat a fentiek alapjan egyszertien leirhatjuk. Mivel a csiszasi
surlodasi eré mindig a testnek a feliilethez viszonyitott sebességével ellentétes irdnyt,
az x-tengely mentén surlodva mozgo6, m tomegl test mozgasegyenlete Fy nagysagu
nyomoerd esetén
F.=F—uFy =ma,.

Itt F' a testre hato x-irdnyu allandé erd (abra). Eszerint
_F—uiFy

m
amibdl a sebesség ¢és a helykoordinata idéfliggése a mar ismert modon megkaphato.
Az Fy er6t mindig a konkrét koriilmények hatarozzdk meg. Gyakori eset, hogy
érintkezési feliiletre merdleges komponense csak a nehézségi erének van, ilyenkor a
nyomoerd éppen ez a komponens lesz. Vizszintes E

a, = dllando ,

érintkezési sikndl (4bra) ezért F, =mg, igy a 4 mozgas
gyorsulas: S« rF —
F WZ
ay=—"—H8. l
" -F
Lejtbn mozgd test esetén a helyzet annyival N

bonyolultabb, hogy ekkor a feliileteket Gsszenyomo
erd nagysaga nem azonos a nehézségi erdvel (dbra). A test y-irdnyban nem mozog,
tehat az F, eredd erd y-komponensére a mozgasegyenlet alapjan fennall, hogy
igy

Fy=Gy=Gcosa=mgcosa.
A mozgasegyenlet x-komponense pedig

F,=G;,-F =ma,

vagyis

mgsina —F, =ma,.
Figyelembe véve a surlddasi erére vonatkozd Osszefliggést €s a
nyomoerdre kapott kifejezést, a gyorsulds x-komponense
a,=g(sina—pucosa).
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Mozgas kozegellenallassal
Vizsgéaljuk meg most azt, hogy egy levegében kozegellenallassal mozgo, szabadon esd
test sebessége hogyan valtozik az idoben.
A kozegellendllds nem til nagy sebességeknél aranyos a test sebességével és azzal
ellentétes iranyu:
Fr. =—kv.

A mozgés fliggbleges egyenes mentén zajlik, igy a koordindtarendszeriink z-tengelyét
fliggdlegesen lefelé iranyitva a mozgasegyenlet:

ma, =mg —kv,.
Az egyenletbdl vilagosan latszik, hogy a test sebessége nem érhet el akarmekkora
értéket, hiszen egy id6 utan a ndvekvd sebesség miatt a fékezd erd nagysaga eléri az
allando6 nehézségi erd értékét. Ekkor az eredd erd nulla lesz, a test nem gyorsul tovabb:

a, =0. Ekkor a mozgasegyenlet a 0 =mg—kv_ alakot 6lti, amibdl az allandosult

sebesség megkaphato: v = % . (Ez a probléma tin. aszimptotikus megoldasa.)

st sfe sfe sfe ske sk ske stk sk sk sk sk st steskesfeoseske sheoske sk st sk sk sk sk sk st sk sk sk sk skeoskoskeosioskosioskoskoke sk steoske st sk sk sk sk skeoskoskoskokok skokokeskeoskeoskoskok

A mozgasegyenlet megoldasaval természetesen nem csak a végsebesség, hanem a sebesség (illetve a z-
koordinata) idéfiiggése is megkaphato. Ehhez irjuk at az egyenletet az alabbi médon:

dv
m—==mg—kv_,
di g z
dv, _&
dt i
dv,
7 =dkt.
g——V,
m

Ez az egyenlet (ami egy un. szétvalaszthatd differencidlegyenlet) a két oldal integralasaval konnyen
megoldhato. Szabadesést feltételezve (v, = 0)), a végeredmény:

vz(t):%(l—exp{—gt}].

. m . . mg . .
A sebességa  >> ; esetben egy allandosult v, (o0) = 7 értékhez tart.

st she sfe sfe ske sk ske stk sk skt sk ste st sk skeoskeske sheoske sk sk sk skosk sk sk sk st skesteosteoskeoskeoskeoskeosk sieoskosieoskosk skt sk st skeoskeoskoskoskoskoskoskokok

Mozgas gravitacios ero hatasa alatt

A gravitacids kolcsonhatas ismeretében leirhatjuk egy tomegnek (m) egy masik tomeg
(M) jelenlétében torténd mozgasat. Ennek tipikus példdja a bolygok Nap koriili
mozgasa. Mivel a Nap tomege (M) sokkal nagyobb, mint a bolygdé (m), a probléma
ugy targyalhat6, mintha a Nap nem mozogna. Ekkor a bolygd Naphoz viszonyitott
helyét megado r helyvektorra felirhat6 az

d’r __ Mmr

dr’ ror
mozgasegyenlet, amelybdl a bolygd palyaja, keringési ideje és a Kepler altal
megallapitott torvényszeriiségek levezethetdk (itt r a Naptol a bolyg6 felé mutatd
r

egységvektor).
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A Fold felszinéhez kozel a gravitacids erd fiiggdlegesen lefelé hato, allando erd,
amelynek nagysagat kozelitéleg az ismert, G=mg Osszefliggés adja meg. A
mozgasegyenlet ilyenkor

ma=G.
Ha a koordinatarendszert Ugy valasztjuk meg, hogy a z-tengely fliggdlegesen lefelé
mutat, akkor az egyenletben szereplé eré-vektor komponensei: G(0,0,mg). Igy a
gyorsuldsra az a(0,0,g) eredmény adodik, amibdl — a kezddsebesség ismeretében — a

mar targyalt hajitdsok egyenleteit kapjuk.

Ismert mozgast létrehozo erd meghatdarozdsa a mozgdsegyenlet alapjan

Eléfordul, hogy a mozgast magat mar ismerjiik (pl. allandd gyorsulasi mozgss,
kormozgas, rezgdmozgas), €és kivancsiak vagyunk, hogy ilyen mozgas l1étrehozasédhoz
milyen erdre van sziikség.

Allandé gyorsuldsii mozgds
Ha a gyorsulas allando, akkor az F, = ma mozgéasegyenlet alapjan az eredd erdnek is

idében allandonak kell lennie, vagyis ilyen mozgast F.=dllando erd hoz 1étre.

Kormozgas

A kormozgas esetén a palya egy adott helyén egy érintd iranyt a, :EUT és egy

centrum felé mutaté a, = ro’u ~ gyorsulaskomponens 1ép fel. Gyorsuld kdrmozgas
létrehozasahoz tehat a tomegpontra az adott helyen egy érinté iranya

v . . . 2
Fr=ma,=m—u, ¢és egy centrum fel¢é mutaté F, =ma, =mro-uy
t

erdkomponens sziikséges. Utobbi, a korpalya kozéppontja felé mutatd erdt
2

centripetalis erdnek (F,) nevezik. Ennek nagysaga F,, = F)y = mro’ =m-—. Ha a
r

sebesség nagysaga nem valtozik (egyenletes kormozgas), akkor a kormozgas egyediil
az allando nagysagt (de valtozé iranyu!) centripetalis erd hatdsara alakul ki. Ez az az
erd, amely a kdrpalyan valé haladashoz sziikséges irdnyvaltozast 1étrehozza.

Harmonikus rezgomozgas
Egy egyenes (pl. az x-tengely) mentén harmonikus rezgémozgast végzd tomegpontnal
a helyvektor id6fiiggése definicié szerint: x(¢) = Acos(at + &), amibdl a gyorsulédsra

azt kapjuk, hogy a, = —w’x. A mozgasegyenlet alapjan tehat ilyen mozgést
F.=ma, = —ma’x =—Dx alaku erd hoz létre (itt bevezettik a D = ma? jeldlést). Ez

az er0 a kitéréssel ardnyos ¢€s mindig azzal ellentétes irdnya (tehat az egyenstlyi
helyzet felé¢ mutat).



