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Munka és energia

A mozgasegyenlet megoldasahoz a tomegpontra hato erd id6fiiggésének ismerete sziikséges,
ami igen komoly nehézségeket okoz. Az erdhatasokat megadd erétérvények ugyanis altalaban
az eré helyfliggését adjak meg, igy az erd idofliggésének megadasahoz ismerni kellene a
helyvektor idofiiggését, vagyis tudni kellene a mozgasegyenlet megoldasat.

A probléma megoldasat az teszi lehetdvé, hogy az eréd helyfliggésének ismeretében
bevezethetd egy olyan mennyiség, amelyre (bizonyos feltételek mellett) megmaradasi torvény
érvényes. Ehhez a mennyiséghez a munka bevezetésével juthatunk el.

A munka fogalma

Egy tomegpontra hato F erd akkor végez munkat, ha az er6 mikodése kozben (de nem
feltétleniil annak kizarolagos hatasara) a tomegpont elmozdul. A végzett elemi munkéat (AW)
egy elemi Ar elmozdulas soran az erd és az elmozdulas skalaris szorzataként definidljuk
(baloldali &bra):
AW =FAr.

Lathatd, hogy mechanikai definicidja szerint a munka eldjeles mennyiség, tovabba
mechanikai értelemben egy erd nem végez munkat, ha nincs elmozdulas, vagy ha az
elmozduléas merdleges az erdre.

F,=Fcosa

Véges AB elmozdulasndl az elmozdulds sordn véltozhat az erd nagysdga €s irdnya is, ezért az
elmozdulast elemi szakaszokra kell bontani (jobboldali abra), és a munkat kozelitleg az
elemi munkék 0sszege adja meg. A munka pontos értékét gy kapjuk meg, hogy a felosztast
finomitva, megkeressiik az 6sszeg hatarértékét:

B
Wy = lim Z F.Ar, = £ Fdr .
Ennek a hatarértéknek a jelolésére szolgal a fenti integral, amelyet az er6 4B gorbére
vonatkoz6 vonalintegraljanak neveznek.
Allandé er és egyenes palyan torténé s nagysagu elmozdulas (Git) esetén ebbdl megkapjuk az
egyszerlibb, kdzismert

W =Fscosa
alakot, ahol « az erd- és elmozdulasvektor altal bezart szog.

Munkatétel, mozgasi energia

Ha egy tomegpontra eré hat, akkor ennek eredményeként a tomeg gyorsulni fog, és az erd
kézben munkat végez. A munka fogalméanak hasznossaga akkor deriil ki, ha megnézziik,
milyen 6sszefliggés van az er6 munkéja és a test sebessége kozott?
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Szamitsuk ki, hogy mekkora munkat végez egy tomegponton a ra haté erék F. ereddje, ha a
tomegpont az / helyzetbdl egy 2 helyzetbe megy at. A mozgésegyenletet és a skalaris szorzat
koordinatas alakjat felhasznalva azt kapjuk, hogy

‘ T av ¢ i 1

w :IFedr = jm—vdt:mjvdv =—mv; —=mv;,
f dt 2 2
] Vi

vagyis az eredé er0 munkéja az Emv mennyiség megvaltozasaval egyenld. Az 0sszefliggés

forditva is érvényes: a felgyorsitott test (idealis esetben) ugyanakkora munkat tud elvégezni a
leféekezddése aran, mint amekkora munkéval felgyorsitottuk. Mdas szoval a befektetett munka
visszanyerhetd, a test a munka révén jol meghatarozott munkavégzo képességre tett szert.

m

Az E :Emv2 mennyiséggel egyértelmiien meghatarozott munkavégzd képességet a

tomegpont mozgdsi energidjanak nevezik. Ezzel a definicidval élve tehat azt mondhatjuk,
hogy a tomegpontra hato eredd er6 munkéja a tomeg mozgasi energiajanak megvaltozasaval
egyenlo:

w, :fFedr =AE,,.
1

Ezt a torvényt gyakran munkatételnek nevezik.

Konzervativ erotér, helyzeti energia

Egy tomegpontnak munkavégzd képessége nem csak a mozgasa kovetkeztében lehet, hanem
egy kiilso erdtér jelenléte miatt is.

Kozismert példaul, hogy a nehézségi erdtér hatdsdra egy tomeg felgyorsulhat, és ennek
kovetkeztében munkat tud végezni. Ezt a munkavégzo-képességet a jelenlévd kiilsé erdtér
altal a tomegen végzett munka teszi lehetdvé, munkavégzd képességrél azonban csak akkor
beszélhetiink, ha az egyértelmiien megadhato.

Ha egy tomeget a nehézségi erétérben az O pontbdl (dbra) allando sebességgel fiiggdlegesen
felemellink a # magassagban 1év6 P pontba, akkor F=F,=mg nagysagu, felfel¢ mutatd erodt
kell kifejteniink, és ekdzben

0 h z z
wer :Idez =J. mgdz = mgh =) p
0 0
munkat végziink a nehézségi erd ellenében. Ugyanakkor a lefelé _ dz}
mutatd nehézségi erd (z-komponense G,=-F.=-mg) az emelés kozben F
W =W = -mgh oz} 1
munkat végez. o) o)

A tomeget a P pontban elengedve, a nehézségi erd az eredetileg
altalunk végzett munkdval azonos nagysagu munkat végez a testnek az O pontba vald
visszatérése kdzben, és — a veszteségektdl eltekintve — a tomeg

PO _ 0P eop 1
Wneh =W - _Wneh - Emv

mozgasi energiara tesz szert. Eszerint a nehézségi erdtérben a kiszemelt O vonatkoztatési
ponthoz viszonyitva & magassagra emelt tomegnek meghatarozott munkavégzd képessége,
energidaja van az erOtér jelenléte miatt. A példabdl az is kidertiil, hogy ez az energia az utolso
egyenletben szerepld barmelyik munkaval megadhato, az egyértelmiiség kdvetelménye miatt
azonban jobb az erdtér daltal végzett munkat hasznalni (a tdmeget az erdtérrel szemben
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elmozditd erd lehet nagyobb is, mint az erétér altal kifejtett erd, igy a folyamat soran a tomeg
mozgasi energiara is szert tehet).

Egy testnek ilyen munkavégzd képessége természetesen mds erdtér esetén is lehet. Az
egyediili kovetelmény az, hogy adott pontban 1évd testhez egyértelmiien hozzarendelhetd
legyen az er6tér altal végzett munka. Ez a fenti példa alapjan azt jelenti, hogy a vonatkoztatasi
pont és a tomegpont helye kozotti elmozduldsnal az erétér munkdja nem fligghet az ttdl (ez
nem minden erd esetén teljesiil: pl. surlodasi erd). Az ilyen erdket (erétereket), amelyeknél a
munkavégzés csak az elmozdulds kezdd és végpontjatol fiigg, és igy fliggetlen az 1ttdl,
konzervativ erdknek (erdtereknek) nevezziikk. Az elnevezés onnan szarmazik, hogy — mint
latni fogjuk — ilyen erdtérben mozgd tomeg teljes mechanikai energidja megmarad,
"konzervalodik".

Konzervativ erétérben (F;) tehat altalanosan bevezethetjik egy pontszerli testnek egy O
vonatkoztatasi ponthoz viszonyitott energidjat tetszéleges P pontban az alabbi modon:

p
EQ(P)=-W =—[F.dr.
o

Ez az energia a testnek a vonatkoztatasi ponthoz viszonyitott helyzetétdl fliigg, ezért helyzeti
(vagy potencialis) energianak (E;) nevezik.

A konzervativ er6 munkdja csak a kezdo6- és végponttol fligg. Ez a definicio lehetdséget ad a
konzervativ erdtér egy masik meghatarozasara is: ha egy pontbo6l kiindulva valamilyen palyan
visszatériink a kiindulopontba, és ezen a zart gorbén kiszamitjuk a konzervativ erd Osszes
munkéjat, akkor a fenti definicio értelmében nullat kell kapnunk, azaz az erdtér akkor
konzervativ, ha teljesiil a

fF.ar=0
L

feltétel.

Itt az integraljelen elhelyezett kis kor azt jeloli, hogy az integralast (6sszegzést) egy zart gorbe
(L) mentén végeztiik el. (Ezt a miiveletet a matematikéban , korintegralnak™ nevezik.)

A nehézségi erOtér a tapasztalat szerint konzervativ, igy az altalanos definici6 alapjan a
vonatkoztatasi ponthoz képest # magassagban az m tomeg helyzeti energidja (a bevezetdben
mutatott példaval 6sszhangban)

h
E,=-Wo = jmgdz =mgh .
0

A fentiekbdl kitlinik, hogy a helyzeti energia — a mozgési energidval szemben — egy alland6
erejéig hatarozatlan, hiszen nagysaga a vonatkoztatasi pont megvalasztasatol fiigg.

A vonatkoztatasi ponttol vald fliggés azonban gyakorlatilag nem okoz problémat, mert a
fizikai folyamatok leirdsanal altaldban az energia megvaltozasa fontos, a helyzeti energia
megvaltozdsa pedig nem fligg a vonatkoztatasi pont megvalasztasatol. Ezt az allitast az alabbi
abra alapjan a kovetkezOképpen lathatjuk be. A helyzeti energia megvaltozasa az 4B
elmozdulés soran:

AE® =EQ(B)—EQ(4)=—(Ww? - kOA):—Tder —(—kaer.
o o

Konzervativ erétér munkdja azonban nem fligg az uttol, ezért a
kozvetlen OB elmozdulés soran végzett munka ugyanaz, mint az O4B
uton végzett munka:

B A B
[Fedr = [Fear + [Far.

o o A
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Ezt az Osszefliggést figyelembe véve azt kapjuk, hogy
4 B 4 B
AE}® =—[Fydr — [Fidr + [Fodr =—[Fdr,
0 4 0 4

vagyis a helyzeti energia megvaltozasa csak az 4 €s B pontok helyzetétdl fligg, és nem fiigg
az O vonatkoztatasi ponttol.

Az altalanos energia-munka osszefiiggés, az energiamegmaradas tétele tomegpontra

Ha a tomegpont konzervativ (Fy)- és nem konzervativ (F,;) er6k egyiittes hatasa alatt mozdul

el az 4 pontbdl a B pontba, akkor a munkatétel szerint irhatjuk, hogy
B

B B
[(F +Fy)dr =[Fodr + [ dr =W, + W, = 4E,,
A A A
ahol Wj és W, a konzervativ- illetve nem konzervativ er6k munkaja.
Tudjuk viszont, hogy a konzervativ er6k munkéjara fennall, hogy
W, =-4E,,
tehat az alabbi egyenletet kapjuk:
W,=A4E, + AE,,
vagyis a helyzeti- és mozgdsi energia megvaltozasanak Osszege a nem konzervativ erdk
munkajaval egyenld. Mivel a helyzeti (Ej)- €s mozgasi (E,,) energia
E=E +E,
Osszegét rendszerint a tomegpont teljes (mechanikai) energidjanak nevezik, a fenti allitas igy
is megfogalmazhato:
AE=W,,
vagyis a tomegpont teljes mechanikai energiajanak megvaltozasa a nem konzervativ erok
munkdjaval egyenlo.
Ha a tomegpontra csak konzervativ er6k hatnak, vagy a ra hatdé nem konzervativ erék 6sszes
munkéja nulla, akkor a tomegpont mechanikai energidja nem valtozik meg:
AE=0.
Ez az energia-megmaradas térvénye tomegpontra.

Példak és alkalmazasok

Evrd és helyzeti energia
Egy pontszerii test helyzeti energidja a helynek egyértelmii fiiggvénye. Vizsgaljunk
eldszor egy egyszerli egydimenzids esetet, amikor a helyzeti energia csak x-irdnyban
valtozik. Ebben az esetben a

helyzeti energia helyfliggését az Eﬂh(x) Fo, =
E,=E,(x) fliggvény adja meg

CdEL(x)
dx

(abra). Egy elemi dx elmozdulas
sordn  a  helyzeti  energia

megvaltozasa
dE
dE, =—"d
dx : : >
Ugyanakkor tudjuk, hogy a X x+dx X

helyzeti energia megvaltozasa a
konzervativ erd (esetiinkben a nehézségi erd) munkdjaval is kifejezhetd:
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CLEh :“_]?xfix.
A két kifejezés Osszehasonlitdsabol lathato, hogy
F - dE,(x) ’
dx

vagyis az er0 x-komponense a helyzeti energia-gorbe meredekségébdl megkaphato.

sk sk sk skeoske sk skeoskeoske skeoskoskeskoskok sk sk st st ske sk sk ske st steoske sk skesk sk skeskosk sk sk st st sfe sk sk ske st skeoske sk skeoskeosk skeoskosk skosk
Altaldanos (harom dimenzids) esetben tetszOleges erétérben a test helyzeti energidja
azE, = E,(x,y,z) figgvénnyel adhaté meg, aminek elemi megvaltozasa egy dr (dx,dy,dz) elemi

elmozdulasnal

Masrészt a helyzeti energia megvaltozasa kifejezhetd a konzervativ eré elemi munkajaval is:
A két kifejezés 6sszehasonlitasabol kapjuk, hogy

Fo_®  p__E p_ &
X @C’ y @ z &’

vagyis az er0 a helyzeti energia helyfiiggésének ismeretében kiszamithato.

st sfe sk sfe sk sk sk skeoskosk skok sk skeskosk sk sk sfe sk sk sk ske sk sk skosk sk sk skeskeoskeoskoskosk sk sk sfe sk sk sk ske sk sk skosk sk skoskeskeskeskeoskosk

Homogén gravitacios térben 1€vé m tOmeg helyzeti energidja a magassag fliggvénye.
Ez a fiiggvény fiiggdlegesen felfelé iranyitott z-tengely esetén:
E,(z)=mgz
(a) abra).
A tomegpontra hat6 erd z-komponense a fentiek szerint
dE,(z
1 C2R—
dz

ami valoban a lefelé mutatd gravitacids erdt ,
adja. E,(2)=mgz E, (X)=Dx2/2
Megfeszitett rugohoz rogzitett témegpont
helyzeti energiaja, ha az x tengely nullpontja
a tomegnek a rugd megfeszitetlen
allapotahoz tartoz6 helyzetében van:

tga=mg

E,(x)==[(~Dx)dx=4Dx". z
0

a)
Természetesen a helyzeti energia derivaltja

most is visszaadja az erdt
dE, (x
F. =- 9EN(X) _
dx

(b) abra).

Az x-tengely mentén rezgd pont esetén az energia mozgdsi energidbdl és rugalmas
helyzeti energiabol all:

—1 2 _ 17,2
E, =5mvy, E,=5ke”.

Ha az energia megmarad, akkor
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Mivel az x,,=A maximalis kitérésnél a rezgd tomegpont heom
sebessége nulla, ekkor a teljes energiaja helyzeti energia:

1 . . . )
E=F, =—A’. Ennek ismeretében a helyzeti energia-

En(X)

2 h =
grafikonbol megallapithatd a helyzeti- és mozgési energia
megoszlasa barmilyen x kitérésnél (dbra).

E, X

Helyzeti energia és egyensulyi dallapot X A

A helyzeti energia helyfiiggése alapjdan azt is

megallapithatjuk, hogy egy test hol lehet egyensulyi

helyzetben, és ez az egyensuly milyen jellegli (stabilis vagy labilis). Tegytik fel, hogy
egy pontszeriinek tekinthetdé test mindig azonos iranyban (pl. Kelet fel¢) halad
emelkedd ¢és siillyedd szakaszokbol allo palyan (pl. egy dombos vidéken haladé auto).
Vegyiik fel a koordindtarendszeriinket gy, hogy az x-tengely a haladasi irdnyba
(Kelet) mutasson. Ekkor a nehézségi erétérben a test helyzeti energidja az x-koordinata
fliggvényében pontosan az emelkedéseknek és siillyedéseknek megfelelden valtozik
(abra), hiszen a helyzeti energia aranyos a magassaggal.

Ha a testre (a kényszererOn kiviil) csak a nehézségi erd hat, akkor a lehetséges
egyensulyi  helyzetei a helyzeti
energia  helyfiiggését  megado
gorbérol leolvashatok. E.(x)
Egyensulyban az ered6 er6 x- )
komponensének  nullanak  kell
lenni, azaz:

_ dE, (X) _

0

dE,(x)
dx
vagyis ezeken a helyeken a
gorbének szélséértéke van. : ‘ ‘
Belathato, hogy az 4bran paratlan X X X X X
szammal jelolt helyeken
d’E h(X)
dx’
egyensulybdl, a fellépd erd az egyensulyi helyzetbdl elviszi a testet, a paros szamu
d’E a(x)
2

FkX: :0,

(maximumok, ahol <0) az egyensuly labilis, vagyis a testet kimozditva az

helyeken (minimumok, ahol g >(0) pedig az egyensuly stabilis, a
X

kimozditaskor fellépd erd a testet visszaviszi az egyensulyi helyzetbe.



