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Merev test mozgasa

Eddig olyan idealizalt "testek" mozgéasat vizsgaltuk, amelyek a tomegpont modelljén
alapultak. Ez azzal az el6nnyel jart, hogy nem kellett foglalkozni a test kiterjedésével
kapcsolatos mozgasi lehetéségekkel, a forgassal és a deformacidval. Egy fokkal kozelebb
jutunk a valdsdghoz, de még mindig viszonylag egyszeriien leirhatd mozgast kapunk, ha
kiterjedt testet vizsgalunk, amelyet azonban az egyszertiség kedvéért merevnek tekintiink,
vagyis elhanyagoljuk a test alakvaltozasait. A kiterjedt, de alakjat nem valtoztato test a merev
test.

A merev test kinematikajanak alapjai

A mereyv test altalanos mozgasa

A merev test mozgéasanak leirdsat a mozgas leirdsdhoz sziikséges adatok, az Un. szabadsagi
fokok (f) szaménak vizsgélataval kezdjik.

Egy tomegpont mozgédsat egy helyvektorral, vagyis 3 skaldr adattal jellemezhetjiik, a
tomegpont szabadsagi fokainak szdma tehat /=3.

Egy merev test helyzetét akkor ismerjiik, ha megadjuk harom — nem egy egyenesbe esé —
pontjanak helyzetét, vagyis 0sszesen 9 adatot, pl. a harom pont derékszogli koordinatait. (Ha
egy pontot adunk meg, akkor ekdriil tetszOlegesen foroghat a test, ha még egy pontot
megadunk, akkor a pontokon athaladd tengely koriil még mindig foroghat, egy harmadik, a
tengelyen kiviil es6 pont megadasa rogziti a test helyzetét.)

A valosagban azonban ennél kevesebb adat is elegendd, hiszen a test merevsége azt jelenti,
hogy barmely két pontjanak tavolsaga allandé. gy a harom pont kozotti harom tavolsagot
kifejezve pl. a pontok koordinatdival, a 9 koordinata kdzott 3 Osszefliggést kapunk. A 9 adat
koziil tehat csak 6 fiiggetlen, ezért a szabad merev test szabadsagi fokainak szdma f=6.

Ha a merev test nem mozoghat szabadon, hanem mozgasat valamilyen kényszer korlatozza
(pl. egy kerék egy feliileten gurul, vagy a test egy pont koriil vagy rogzitett tengely koriil
forog), akkor a szabadsagi fokok szama a kényszertdl fiiggé mértékben csokken (a felsorolt
példékban rendre /=35, =3 és f=1).

A merev test lehetséges mozgasai koziil a legegyszerlibb a halado mozgds, vagy mas néven
transzldcio, amikor a test minden pontja ugyanolyan pillanatnyi sebességgel mozog, vagyis az
egyes pontok mozgasa egymassal parhuzamos palyakon zajlik. Ez egyben azt is jelenti, hogy
a testben felvett egyenes térbeli helyzete a mozgéis sordn nem valtozik, Onmagéval
parhuzamosan mozdul el (pl. az AB szakasz az a abran). Igy mozog egy egyenes palyan
halad6 szan, vagy az "oOridskerék" kabinja. Mivel ilyenkor az 0sszes pont ugyanigy mozog,
elég egyetlen pont mozgasat jellemezni.

A merev test mozgasa tulajdonképpen tomegpontszerii apro részek mozgéasaként is felfoghato,
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ezért haladd mozgasanak leirasara hasznalhatok a tomegpontra vonatkozo6 Osszefiiggések, igy
példaul a toémegkdzépponti tétel is.

A merev test masik — a tomegponthoz képest uj — mozgasi modja a tengely koriili forgds vagy
mas néven rotacio. Ekdzben a test kiillonbozd pontjai kiilonbozd sebességgel mozognak, és a
testben felvett egyenes térben elfordul (b abra).

A merev test mozgasa kozben altaldban mindkét mozgasi mod egyidejiileg jelenik meg
(baloldali abra). Ez figyelheté meg pl. egy elguritott kerék, egy elhajitott test vagy egy

C,

transzlacio Az’ """"""" B

B

kanyarod¢ jarmii esetében. A szemlélet is azt sugallja, de be is bizonyithato, hogy a merev
test tetszoleges mozgdsa elemi transzlaciok és rotdaciok egymasutanjaként foghato fel. Ezt az
eljarast egy sikidomnak a sajat sikjaban torténé elmozdulésa (az / helyzetbdl a 2 helyzetbe)
kapcsan a jobboldali dbra szemlélteti: az A,—A, transzlacidval, és az azt kovetd A4, (4'))
koriili forgatassal tetszéleges elmozdulés 1étrehozhato.
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A merev test mozgasanak transzlaciora és rotaciora torténd felbontasat konnyen bemutathatjuk, ha egy pontjanak
mozgasat egy kiilsé K koordinatarendszerbSl és a test tomegkdzéppontjahoz rogzitett K’ rendszerbél is
megvizsgaljuk (abra).

A helyvektorok kozott ekkor fennall az

_ XK
r=Ty 4T,
Osszefiiggés, amibdl a sebességekre azt kapjuk, hogy
dr;
—L=v, =V v/t
dt
Mivel a tomegkdzéppont és az i-edik pont tavolsaga adott, a pont VZ-TK pillanatnyi
sebessége merdleges lesz az rl.TK helyvektorra, igy ez a sebesség a két vektorra

merdleges ® szogsebesség-vektorral adhaté meg:
TK
V, =V H(wxr ™).

Ez azt jelenti, hogy a merev test barmely pontjanak mozgasa felbonthaté a tomegkozéppont transzlacids
mozgasara és a tomegkozépponton atmend tengely koriili forgasra. A megfelel6 forgastengely helyzete azonban
a pont tényleges sebességétl fligg, vagyis a mozgas soran valtozik, ezért ez a felbontas csak elemi
elmozdulasokra igaz. Mivel a fenti gondolatmenet a test barmelyik pontjara érvényes, azt is kimondhatjuk, hogy
az egész merev test mozgasa a tomegkozéppont elemi transzlacioinak és a tdmegkdzépponton atmend tengely

koriili elemi forgasoknak az egymasutanjaként foghato fel.
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A merev test mint pontrendszer

A merev testet kis részekre felosztva (abra), kozelitéleg pontokbol allénak tekinthetjiik, és a
pontrendszerre vonatkozo Osszefiiggéseket hasznalhatjuk. A pontos leirdshoz ugy jutunk el,
hogy a felosztast egyre finomitjuk ¢€s megnézziik, hogy ekdzben a pontrendszerre felirt
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mennyiségek milyen hatarértékhez tartanak. A merev testre
vonatkoz6 mennyiségekként illetve Osszefiiggésekként a
hatarértéket fogadjuk el (bebizonyithatd, hogy ezek a
hatarértékek 1éteznek, de ezzel itt nem foglalkozunk).

A felosztas alapjan a test teljes térfogatat és teljes tomegét a

V=>4V, m=Y Am,

Osszefiiggések adjdk meg. A teljes tomeg a slriiséggel is
kifejezhetd az m = pAV Osszefliggés felhasznéalasaval. Mivel a
stiriség a helytdl is fiigghet, az i-edik térfogatelem kozelitd
tomegét a térfogatelemben érvényes atlagos p; stlrliséggel a Am, = p, AV, Osszefiiggés adja

meg. Ezzel a teljes tomeg kozelitd értéke
m= zplAI/l s

a pontos érték pedig a felosztas finomitasaval kaphaté meg
m= lim Y p,AV, =J.p(r)dV.
4

AV; =0 F
Itt az egyenlet jobboldalan all6 un. térfogati integrallal itt nem foglalkozunk részletesebben.
Egyeldre elég, ha végteleniil finom felosztason torténd Osszegzésnek tekintjiik, amelyben dV
az r helyvektorral megadott pont koriil felvett elemi térfogatot jelent.
A pontrendszereknél bevezetett tomegkdzéppont helyvektorat folytonos tomegeloszlas esetére
ugyanezzel a modszerrel altalanosithatjuk:

D rAm, > rp, AV ,
r = lim “————= lim ~———=—|rp(r)dV .
T AVlfniO ZAml- AVZ,-H—ZO ZAml- m-[ p(r)
Ezzel a modellel elértikk azt, hogy a pontrendszerre érvényes kinematikai és dinamikai
torvényeket valtozatlan forméaban lehet alkalmazni, csak végiil mindig at kell térni a
végtelentil finom felosztasnak megfeleld hatarértékre.

Merev test dinamikaja

A merev test mozgésanak leirdsara szolgdlo egyenletekhez a legegyszerlibben gy juthatunk
el, ha igen kis — pontszeriinek tekintheté — részekre osztjuk, és specialis, egymashoz képest
rogzitett helyzetli pontokbdl 4ll6 pontrendszerként targyaljuk. Mivel a pontrendszerre
vonatkoz6 torvényeket ismerjiik, ezzel a modszerrel a merev testre vonatkozd
Osszefliggésekhez is eljuthatunk.

Mivel a merev test mozgasa transzlaciora és rotdcidra bonthatd, a mozgas leirdsa is két
részbdl all. A transzlacid leirasa a pontrendszereknél érvényes tomegkdzépponti tétellel
lehetséges: a kiils6 erék a tomegkdzéppontban egyesitett teljes tomegre hatnak, és a
tomegkozéppont mozgasat a tomegpontra érvényes mozgasegyenlet irja le.

A tovédbbiakban a transzlacioval részletesebben nem foglalkozunk, hanem elsdsorban a —
tomegpont mozgasahoz képest 0j — forgast vizsgaljuk.

A forgomozgas vizsgalatat is tobb 1épésben, az egyszeriitdl a bonyolult felé haladva végezziik
el.
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Rogzitett tengely koriil forgo merev test mozgasa

Eldszor a legegyszeriibb esettel foglalkozunk, amikor a test egy rogzitett tengely koriil
foroghat. Ez az eset egyszerlisége mellett azért is fontos, mert modot ad a legfontosabb
alapfogalmak bevezetésére, és gyakorlati szempontbdl is fontos.

Rogrzitett tengely koriil forgo merev test perdiilete és mozgdsegyenlete, a tehetetlenségi
nyomaték

A pontrendszerek vizsgélatanal lattuk, hogy a rendszer perdiiletének bevezetésével egy
mozgasegyenletet tudunk felirni:

dN . dN
— =M., illetve merev testre =M

dt dt
(itt csak kiils6 forgatonyomaték van, igy a megkiilonboztetd ,,K index felesleges).
[rjuk fel ezért elészor a merev test perdiiletét. Vegyiik fel a koordinatarendszeriinket
ugy, hogy a z-tengely a rogzitett forgastengelyre essen (dbra). A testet osszuk fel
térfogatelemekre, €s a szamitast az igy kapott
"kozelitd pontrendszeren" végezziik el. Az egyes 7
térfogatelemek korpalydn mozognak, az i-edik 4
tomegelem perdiilete: -
N. =r, x4m,v,.
Mivel a vektorszorzatban szereplé vektorok
merdlegesek egymasra, a perdiilet nagysaga
N, =r.Am;v,.
A rogzitett tengely miatt a perdiiletet csak a
forgatonyomaték z-komponense tudja valtoztatni (a
masik két komponenst a tengely kikompenzalja),
ezért mozgasegyenletnek és a perdiiletnek csak a z-
komponensét érdemes felirni: N i
N, =N;cos 8, =r,Amv; cos ;.
Mivel a tengelytdl mért tdvolsag és a helyvektor
hossza kozott fenndll az R, =r; cos 9, Osszefliggés, végiil az

N, =N, cos9 =R Am,v, = Am,R} o,
Osszefiiggést kapjuk (itt felhasznaltuk, hogy a kérmozgasnal v = Rw ), aminek az az
elénye, hogy benne az egyes tomegek sebességei helyett a kozds szogsebesség

szerepel.
A teljes test perdiiletének z-komponense ennek alapjan kozelitdleg:

N, =Y N, =>4mR’w, =0,y AmR; .

Az Osszeget pontszeriinek tekinthetd térfogatelemek esetén a testnek az adott tengelyre
vonatkozo tehetetlenségi nyomatékanak nevezik, és rendszerint @ -val jelolik:

0, = Z:AmiRi2 .

A tehetetlenségi nyomaték adott Gssztomeg esetén alapvetden a test tomegének a
rogzitett tengely koriili eloszlasatol fiigg, vagyis nagysagat a test tomege, alakja és a
tengely helyzete egyarant befolyasolja.

A tehetetlenségi nyomaték fenti kifejezése pontos eredményt csak tomegpontokbdl
allo testnél ad. A merev test rendszerint nem tekinthetd ilyennek, ezért altalaban
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végtelen finom felosztdson torténd 0sszegzéssel, vagyis integralassal szamithato ki (/.
késbbb).
A tehetetlenségi nyomaték ismeretében a rogzitett tengely koriil forgd merev test
perdiiletének z-komponense az egyszeri
NZ = @za)z
alakba irhato.
A pontrendszereknél kapott mozgasegyenlet ennek alapjan:
dN, _d(0.0.) “ M =M.
dt dt
Ha a tehetetlenségi nyomaték idében allando, akkor a mozgasegyenlet a
do,
@Z dt @ZIBZ MZ
alakot 6lti, ahol £, a szdggyorsulas.

Az egyenletbdl a forgatonyomatékok és a tehetetlenségi nyomaték ismeretében a
szOggyorsulas, abbodl integralassal a szogsebesség, ujabb integralassal pedig a
szOgelfordulas idofiiggése meghatarozhato.
A fenti mozgasegyenlet egy masik fontos kovetkezménye, hogy ha a kiilsé
forgatonyomatékok ereddje nulla, akkor a perdiilet megmarad, és érvényes a

0.0, = dllando
Osszefiiggés. Ezt az 0sszefliggést szamos egyszeri kisérlettel lehet szemléltetni.

KISERLETEK:

A kisérleteket fliggbleges tengely koriil forgathatd székre liltetett személy végzi.

¢ A kisérletez6 mindkét kinytjtott kezébe stulyzdkat adunk, majd forgasba hozzuk.
Ha a kisérletezo a stulyzokat behuzza, akkor forgésa felgyorsul (kisebb az "R" és
igy a @, ezért nagyobb lesz az w), a sulyzdkat ujra kinytjtva, a forgas lelassul.
Ugyanez az oka annak, hogy a kinyujtott karokkal lassan forgd korcsolyazo
gyors forgasba tudja hozni magéat (piruett) kezeinek behuzasaval.

¢ A kisérletezd kezébe fiiggdleges tengelyli biciklikereket adunk. Ha a kereket a
tengelye koriil megforgatja, akkor a forgdszék ellenkezd irdnyban forogni kezd,
ha a kereket megallitja, a forg6szék megall (perdiilet-megmaradas).

¢ Ha a kisérletez6 kezébe forgo kereket adunk, akkor nem torténik semmi, de ha a
forgd kerék tengelyét 180°-kal elforditja, akkor a szék a kerék forgasiranyaval
ellentétesen forogni kezd.

A tehetetlenségi nyomaték kiszamitdsa, a Steiner tétel
A tehetetlenségi nyomatékot a fenti definicié alapjan csak akkor lehet kiszamitani, ha
a merev test valoban pontszeriinek tekinthetd részekbdl all. Kozelitdleg ez az eset all
fenn pl., ha egy sulyzoszerli testben a sulyz6 nyelének tomege elhanyagolhaté a
sulyoké mellett, ¢és a sulyok mérete

elhanyagolhatdo a tavolsaguk mellett. Ebben az t

esetben az abran lathaté ¢ tengelyre vonatkozé
tehetetlenségi nyomaték:

2 2 |
O =m;r; +m,r; . m ‘ ,
Lathato, hogy egy masik (¢) tengelyt valasztva, a | :
tehetetlenségi nyomaték altalaban mas lesz: F
|
t

o

| r .
2 2
O'=m;r” +m,r;", !

vagyis a tehetetlenségi nyomaték nem egyszeriien
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a test jellemzdje, hanem azt a test és a tengelynek a testhez viszonyitott helyzete
egylittesen hatarozza meg.

Hasonldan egyszerii a tehetetlenségi nyomaték szamitdsa, ha a test teljes tomege (m)
egy nagy sugaru (R) korvonal vagy hengerfeliilet mentén helyezkedik el, és a
tomegelemek a sugarhoz képest elhanyagolhatd vastagsagu rétegben (gylirti vagy cs0)
talalhatok. Ilyenkor az 6sszegzésben szerepld tomegek kozel azonos tavolsagra vannak
a forgastengelytol, ezért kozelitleg igaz, hogy

O~ ZAmiriZ = RQZAmi =mR’ .

A testek azonban tobbnyire nem ilyenek, ezért ez a moddszer &ltalaban nem
hasznalhat6. Az altalanos szamitasi eljaras a végteleniil finom felosztasra, majd
integralasra valo attérésen alapul:

O=l 2o AV, =¥’ p(r)dV .
Jim i piAV, lr p(v)

Ha a test homogén, akkor a stirliség mindeniitt ugyanannyi, és az egyszeriibb
O=p[ridv
vV

alakot kapjuk.

Bonyolult alaka test vagy altalanos helyzetli forgastengely
esetén ennek az integralnak a kiszamitdsa nagyon bonyolult is
lehet, ha azonban a test szimmetrikus, és a forgéstengely
szimmetriatengely is, akkor egyszerlibb a szamitas. Egyszerli
példaként egy henger alakii homogén testnek a hengerpalasttal
parhuzamos szimmetriatengelyére vonatkozd tehetetlenségi
nyomatékat szamitjuk ki. A szamitds azért egyszerli, mert a
térfogatelemet egy vékonyfalu csdnek valasztva (4bra), a fenti
térfogati integral sugar szerinti integralla alakithato. A
kiszemelt térfogatelemdV =2rzhdr, 1igy a tehetetlenségi
nyomaték:

: s R* 1 .,
O =p|ridv =p2zh|r dr=27hp == mR’.
14 0

Adott test esetén a tehetetlenségi nyomaték attdl fiigg, hogy a forgastengely hogyan

helyezkedik el a testhez képest. Gyanithaté azonban, hogy a kiilonb6z6 tengelyekre

vonatkozo tehetetlenségi nyomatékok nem fiiggetlenek egymastol. Egy ilyen

Osszefiiggést ad meg egymassal parhuzamos tengelyekre vonatkozd tehetetlenségi

nyomatékok kozott az Gn. Steiner-tétel.

Az é4bra egy testnek olyan szeletét mutatja, amely merdleges a tomegkdzépponton

atmend TK- és a vele parhuzamos A4 tengelyre. Az i-

edik tomegelem helyzetét a két tengelyhez

viszonyitva az R, ¢és az Ry, vektorok, a két A
|
|
|

tengely relativ helyzetét az a vektor mutatja;
mindhdrom vektor merdleges a tengelyekre. A
tomegelem tehetetlenségi nyomatéka a két tengelyre:

O, = Rjiﬁmi
Or; = RZZ‘KI' Am,

Mivel R ,, =a+R,, azt kapjuk, hogy
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O, = RAm; = (a+Ry, )’ Am; = a’ Am; + Rix; Am; + 2aR py, Am; =
= a’ Am; + O, + 2aR ., Am, .
Itt |a| =a a két parhuzamos tengely tavolsaga.

A teljes tehetetlenségi nyomatékot ugy kapjuk meg, hogy ezt az Osszeget a testben
felvett parhuzamos szeletek minden tomegelemére kiszamitjuk, és 6sszeadjuk:

O, =a’ Am; +Op +2a) Ry Am, =a’m+ O +2a) Ry Am;.

Az utolso tag a test tomegkozéppont-vektoranak a tengelyekre merdleges dsszetevojét
adja meg a tomegkdzépponti rendszerben, értéke tehat nulla, igy végiil azt kapjuk,

hogy

O,=a’m+0Oy,
ahol m a test teljes tomege.
Vagyis egy tengelyre vonatkozd tehetetlenségi nyomatékot kiszamithatjuk, ha
ismerjik a vele parhuzamos, tomegkozépponton atmend tengelyre vonatkozd
tehetetlenségi nyomatékot. Ez a Steiner-tétel.

Rogrzitett tengely koriil forgo merev test energidja

A rogzitett tengely koriil forgd test mechanikai energidja a forgasbdl szarmazo
mozgasi energidval egyenld. Ez a térfogatelemekre osztds technikdjaval konnyen
kiszamithato:

1 2 1 2 2 1 5 > 1 5
Ef :ZEmi :ZEAmivi :sz[R[ [ :E(() Zm[-R[ :E@a) .
i i i i
Az egyidejlileg halado- és forgdbmozgast végzd test mozgasi energidjat a korabban a
pontrendszerre kapott dsszefiiggéssel kaphatjuk meg:
I I o 1 5 1 2
E =—mvi + ) —mv,  =—mvy + —Or0°.
m 2 K 122 ivi 2 TK P TK

Itt v a tdmegkozéppont sebessége a koordinatarendszeriinkhdz képest, v/ az i-edik
tomegelem sebessége a tomegkdzépponti rendszerben (ezért szerepel itt a
tomegkdzépponton dtmend tengelyre vonatkozo tehetetlenségi nyomaték).
A teljes mozgasi energia tehat a tomegkozéppontba képzelt O0ssztomeg haladd
mozgasabol szarmazd mozgdsi energiabol és a tomegkdzépponti tengely koriili
forgasbol szarmazo forgasi energiabol all.
Ha kiils6 konzervativ er6térben a testnek helyzeti energiaja is van (belsé helyzeti
energia merev testnél nincs), akkor ez hozzaadddik a mozgasi energiahoz.

E= imviK +i@TKa)2 +E,.
2 2
Ahogy a pontrendszernél, gy itt is igaz, hogy a mechanikai energia megvaltozasa a
nem konzervativ er6k munkajaval egyenl6 (itt csak kiils6 erék vannak):
AE =W, .
Ha a nem konzervativ er0k munkéja nulla, akkor a mechanikai energia megmarad:

E= émv;,( +§@TK0)2 +E, = dllandé .

Rogrzitett tengely koriili forgds és a halado mozgds analogidja
Ha a rogzitett tengely (z) koriil forgdé merev test tehetetlenségi nyomatéka nem
valtozik, akkor a mozgasegyenlet a
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do
O, —=0.p.=M
z dt ZﬂZ z
alakba irhato. Ebbol a ¢ szogelfordulas idofiiggésére az alabbi egyenletet kapjuk, ha
figyelembe vessziik, hogy @, = %
2
v, —o L0
dt
Ez az egyenlet formailag teljesen azonos az x-tengely mentén zajlé haladé mozgésra
felirt
2
Fo=m d xg t)
dt

Newton-féle mozgasegyenlettel, csak az erd helyett forgatonyomaték, a tomeg helyett
tehetetlenségi nyomaték, a koordinata helyett pedig szogelfordulas szerepel benne. Az
egyenlet megoldédsa az emlitett mennyiségek atirasa utan nyilvan ugyanolyan, mint a
haladé mozgas esetén. Igy példaul allandé forgatonyomaték esetén

M

F=5

z

o.(0)= [ Bt =0, + p.(1-1,)

fy

@(t):jwz(t)dt =Dy +a)0(t_t0)+§ﬂz(t_t0)2’

ly

tehat a haladdo mozgas 0sszefiiggéseivel azonos alakll 6sszefliggéseket kapunk.
Lattuk, hogy a forgési energia kifejezése is megerdsiti ezt a felismerést, hiszen az
E, = 1 0.0
2
kifejezés az emlitett mennyiségek cseréjével a haladdé mozgds mozgési energia-
kifejezésével azonos.
Az x-tengely menti haladdé mozgés minden Osszefiiggése atirhatdo a z-tengely koriili
forgomozgas 0sszefliggéséve (és viszont), ha végrehajtjuk az alabbi cseréket:
F. oM,
m< 6,

a, & p.
vV, S0,

PR=2

Merev test mozgdsegyenletének néhdany alkalmazdsa

A mozgasegyenlet alkalmazasara harom egyszer( esetet vizsgalunk meg, az egyik a
torzids inga, a masik a fizikai inga, a harmadik pedig egy lejtén legordiilé henger vagy
gomb.

Torzios inga

A torzids inga egy rugalmas szalra felfliggesztett test, példaul egy korong (abra), ami a
szal csavarasaval elinditva, fliggéleges tengely koriil lengémozgast végez. A korong
tehetetlenségi nyomatéka a szdlra, mint tengelyre vonatkozoéan @. A kitérités utan a
szalban fellépo rugalmas erdk egy visszatéritd forgatonyomatékot eredményeznek, ami
aranyos a szogelfordulassal (@) és azzal ellentétesen forgat:
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M.=-D*¢p,. AZ

z

A korong mozgasegyenlete ezzel 5.,

4>
M.=-D*p.=0p.=0" 2=,
dt
ami rendezés utan a harmonikus rezgés egyenletének korabban
megismert alakjat olti

d’p.(t) D*
T 9. (1)=0.
dr’ @%()

D*

Ennek megoldasa
0.(1) =@, coslar +a),

*
ahol o, :‘/%. Vagyis a korong lengése ilyen

korfrekvencidji harmonikus rezgés lesz.

Fizikai inga

A fizikai inga egy vizszintes (az abran O-val jelolt, a rajz
sikjara mer6leges) tengely koriil forgathatd test, amelynek
tomegkozéppontja (7K) a tengely alatt helyezkedik el.

Ha a tengelyt és a sulypontot Osszekdtd egyenes nem
fliggbleges, akkor a sulyerd egy  visszatéritd
forgatonyomatékot fejt ki, ami a kitéréssel (¢) ellentétesen
forgat:

M=sxF,.
Ha a z-tengelyt az O pontbol az abra sikjara merdlegesen
kifel¢ iranyitjuk, akkor a forgatonyomaték z-komponense:
M, =—-sF, sing, =—mgssing_,

igy a mozgasegyenlet:
d’p,
e’
Itt @ a testnek az O forgastengelyre vonatkozé tehetetlenségi nyomatéka.
A fenti egyenletbdl rendezés utan azt kapjuk, hogy

d2
—(’;Z + 85 in p,=0.
dt O
Tudjuk, hogy az inga lengémozgast fog végezni, de a kapott egyenlet szerint ez nem
harmonikus rezgés. Ha azonban a ¢, kitérés kicsi, akkor sing, = ¢, , és az egyenlet a

M, =-mgssing, =06

harmonikus rezgés egyenletévé alakul:

d’p.  mgs

—+—,=0.

dt O
A fizikai inga tehat kis kitérésnél harmonikus rezgést végez, amit a
0.(1)=@,. cos(w.t +a)
mgs
o

A fizikai inga specidlis eseteként a vékony (elhanyagolhatdé tomegii) fonalra
felfiiggesztett pontszeri m tomeggel megvaldsitott un. matematikai inga

korfrekvencidjat és lengésidejét is megkaphatjuk. Ekkor a felfliggesztési pont €s a
tomegkozéppont tavolsaga (ami a fizikai ingandl s) éppen az inga / hossza, a

fiiggvény ir le, ahol a korfrekvencia w, =
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tehetetlenségi nyomaték pedig @ =[0’m, igy o, = /ngzl:\/% A frekvencia
m

Jo

- |& , a lengésidd pedig 7}, = 27[\/2.
2\l g
Lejton legordiilo henger (gomb)
Ebben az esetben a merev test egyidejlileg forgd- és haladdé mozgést is végez. A
mozgas leirasahoz azt a korabbi eredményilinket hasznaljuk fel, hogy a mozgas a
tomegkozéppont haladé mozgasara és a tomegkozéppont koriili forgasra bonthat6 fel.
Ha a test tisztan gordiil (nincs csuszas), akkor a testre a nehézségi er6 (G) és a lejtével
valo érintkezésnél fellépo érint6leges kontaktus erd (Fr) 1ép fel (ez utdbbi miatt gordiil
a test, és ez nem a szokasos értelemben vett surlodasi erd!). A test tomege m, sugara R,
a lejtd szoge o (abra).
A tdmegkozéppont haladé mozgasara felirhatjuk az
F, =Gy - F;, =ma,
F,=Fy—-Gy=ma,
egyenleteket.
Ha lejtére merdleges mozgas nincs, akkor a,=0,
amibdl azt kapjuk, hogy Fy =Gy, Fy =-G,
A lejté mentén (x) torténd mozgasra a
G, —-F;, =Gsina—F;, =ma,,

a G=mg Osszefliggés felhasznalasaval pedig az X
mgsina—F, =ma,
egyenletet kapjuk.
A tomegkozéppontra csak az Fr erének van forgatonyomatéka, ami a
szogelfordulassal azonos irdnyban forgat, vagyis a forgatonyomaték-vektor a z
tengellyel szembe mutat (a jobbsodrasu rendszerben a z tengely a rajz sikjara
merdlegesen kifel¢ mutat). Emiatt
M, =-F;R,
¢s a tomegkozépponton atmend vizszintes tengely koriili forgasra a mozgasegyenlet:
-F,R=0._0..
A két mozgésegyenletben 3 ismeretlen szerepel (a,, f.és Fr), de ha a test gordiil,
akkor a szoggyorsulas és a tomegkdzéppont gyorsulasa kozott az
a,=—Rp.
Osszefiiggés all fenn (a minusz jel oka: a gyorsulds a ,,+” x-tengely irdnyaba mutat, a
szO0ggyorsulas viszont a ,,-”” z-tengely iranyaba), igy az egyenletrendszer megoldhato.
A szamolas elvégzése utan a tomegkdzéppont gyorsuldsara az
_mgsina

4
I’I’I+R2

a szOggyorsuldsra pedig a
mg sin o

p. =2
R(m+ @;j
R

kifejezést kapjuk.
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Ha a legordiilo test homogén henger, akkor @Zh :émRZ , 1gy a tomegkdzéppont

gyorsuldsa

henger

_2 sina
x 3g ,

vagyis a henger adataitdl fiiggetlen.

KIiSERLET:

Tomor hengert €s vele azonos tomegl, beliil iires, vékonyfali hengert (cso)
nyugalmi helyzetbdl egyszerre elinditunk egy lejtd azonos magassagu pontjairol, és
megfigyeljiik, hogy melyik ér elobb a lejtd aljara. Azt tapasztaljuk, hogy mindig a
tomor henger ér le elébb, vagyis annak a gyorsuldsa nagyobb.

A Kkisérlet értelmezése érdekében szamitsuk ki egy olyan R sugart henger gyorsulésat,
ami beliil {ires, és a tomege egy a henger sugarahoz képest vékony héjban helyezkedik
el (vékonyfalu csd). Ennek a testnek a tehetetlenségi nyomatéka jo kozelitéssel

O’ =mR*, ezért a tomegkozéppont gyorsulsa

csé . .
a, :Egsma,

szintén fiiggetlen a henger adataitol.

henger cs6

Lathato tehat, hogy — a hengerek adataitol fliggetlenil — a; >a’’, ami

megmagyarazza a fenti tapasztalatot: a tomor henger ér elébb a lejto aljara.
Hasonlé6 médon szdmithatd ki a gyorsulas egy gomb legordiilésénél is. A gdmb
tomegkozépponton  atmend  tengelyre  vonatkozo  tehetetlenségi  nyomatéka

3 5
o3 =§mR2. Ebbdl af :7gsina.

Merev test perdiilete és szogsebessége kozotti altalanos osszefiiggés, szabad tengelyek

Lattuk, hogy a merev test perdiilet-vektora még rogzitett tengely koriili forgasnal sem mindig
parhuzamos a szogsebességvektorral (forgastengellyel), de a forgastengely irdnydba eso
vetiilete ardnyos a szogsebességgel. Szabad mozgasnal a perdiilet és szogsebesség
Osszefliggése még bonyolultabb.

A tehetetlenségi tenzor, fotehetetlenségi nyomatékok
Mint kimutathat6, szabad mozgéasnal is igaz az, hogy a perdiiletvektor komponensei
linearis kapcsolatban vannak a szogsebesség komponenseivel, de ez altaldban nem
egyszerli aranyossagot jelent. Az 4ltalanos Osszefliggés egy derékszogl x,y,z
koordinatarendszerben a kovetkezé':

N,=0,0,+0,0,6 +0, 0,

N,=0,0,+0,0,+0,0,

N,=0,0, + @zya)y +0,,0,.

AO.. 0O ©_ mennyiségek (9 adat) a testnek a koordinatatengelyekhez

o0 Oy O,
viszonyitott tomegeloszlasat jellemzik, és ismeretiikben az origén dtmend tetszdleges
iranyu tengelyre kiszamithat6 a test tehetetlenségi nyomatéka. Ez a 9 szam egyiittesen

adja meg az egymassal altalaban nem parhuzamos N és w vektor Osszefliggését, ¢s

! Részletesebben pl.: Budo A.: Kisérleti Fizika I.



TOTH A.: Merev test (kibGvitett 6ravazlat) 12

ezt a 9 szambol all6 mennyiséget fehetetlenségi tenzornak nevezik (a tenzorokrdl a
fizikaban és a matematikaban késobb részletesen lesz sz0).

Fontos tudni, hogy barmely testben talalhat6é 3 egymasra merdleges irany, amelyekben
felvéve a koordinatatengelyeket, érvényes, hogy

NX = @an)x
Ny = @yya)}’
N, =0_ o..

Ezeket az iranyokat fotehetetlenségi tengelyeknek, az altaluk meghatarozott
koordinatarendszert pedig fotengelyrendszernek nevezik. A definidldé egyenletekbol
lathato, hogy ha egy test egyik fotehetetlenségi tengelye koriil forog, akkor az N és w
vektor egymassal parhuzamos. Ha pl. a forgastengely a z-tengely, akkor o, =@, =0,
ezért N, =N, =0, vagyis
N=Nk=0_0ok=0_w.

Szemléletesen is belathatd, hogy bizonyos szimmetriaval rendelkez6 testek esetén a
fotehetetlenségi tengely a szimmetriatengelyen van. Ha példaul a test egy
szimmetriatengelyre merdleges metszetének centrum-szimmetridja van, akkor ez a
tengely biztosan fotehetetlenségi tengely, hiszen

az abra alapjan lathato, hogy ilyen tengely koriili z
forgasnal a szimmetrikus térfogatelem-parok Do !
perdiiletvektora a tengelyre szimmetrikusan
helyezkedik el, igy az ereddjiik és a teljes v

perdiilet is tengelyiranyu lesz. N, .
Konnyen belathat6, hogy egy derékszogl hasab P v, C X v,
harom fOtehetetlenségi tengelye a harom v kifelé befelé

egymasra merdleges "kétfogasu" forgastengely,
a hengeré a  palasttal parhuzamos
szimmetriatengely €s minden erre merdleges | | ‘
kétfogasu forgastengely, a gombé pedig minden i i

a kozépponton atmend tengely (abra). ' oldainezet
A z s Z
A

i AN

| a

: y y y

e R S X
Hxx: eyy exx: eyy: ezz

Szabalytalan testnél a fOtehetetlenségi tengelyek szemlélet alapjan nem talalhatok
meg, de szamitdssal vagy kisérlet utjdn meghatarozhatok.

Szabad tengelyek
A tapasztalat szerint a testek akkor is végeznek forgd mozgést, ha nincs kiilsd
beavatkozéassal rogzitett forgastengely. Az ilyen — spontan kialakuld —

forgéastengelyeket szabad tengelyeknek nevezik.
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A szabad tengely kialakuldsa ¢és az, hogy milyen tengely lehet szabad tengely, jol
szemléltethetd az alabbi kisérletekkel.

KISERLETEK:

¢ Készitsiink egy derékszogli hasabot ugy, hogy az egyik élhossza sokkal
nagyobb legyen, mint a masik kettd, €s a rovidebb élhosszak kozott is legyen
Iényeges eltérés. Filiggessziik fel a hasdbot egy drétra a hosszi oldalaira
merdleges lapja kozepén ugy, hogy a felfliggesztés minden iranyban
megengedje az elfordulast. Ezutan a felfiiggesztd drotot forgassuk meg.
Kezdetben a hasab a hosszu oldalaval parhuzamos, fliggdleges tengely koriil
forog, de a szogsebességet ndvelve vizszintes helyzetbe ugrik 4at, és a
legrovidebb oldallal parhuzamos szimmetriatengely koriil forog tovabb.
Megjegyzés: a hosszanti tengely a hasab legkisebb-, a vizszintesbe fordulas
utani tengely pedig a legnagyobb tehetetlenségi nyomatéku, tomegkozépponton
atmend fotehetetlenségi tengelye.

¢ Hurok alaka kerékparlancot fliggessziink fel egy drotra tigy, hogy a hurok
Osszecsukodva logjon a droton, majd a drotot forgassuk meg. A lanc kezdetben
Osszecsukodva forog, majd a szogsebesség ndvelésekor egyszer csak vizszintes
helyzetbe ugrik at, a hurok a forgastengelyre merdleges sika korré tagul, és a
forgastengely a kor kozéppontjan megy at. Megjegyzés: a lanc elébb a
legkisebb-, azutan a legnagyobb tehetetlenségi nyomatéku, tdmegkdzépponton
atmeno tengely koriil forog.

Az itt szerzett tapasztalatok egyeznek az altaldnos tapasztalatokkal, amelyek szerint

szabad tengely

¢ csak fotehetetlenségi tengely lehet,

¢ csak tomegkozépponton atmend tengely lehet,

¢ stabilis forgas csak a legnagyobb- és a legkisebb tehetetlenségi nyomatéku
fotehetetlenségi tengely koriil jon 1étre (el6bbi a stabilabb).

A fenti tapasztalatok elméletileg is értelmezhetdk, ha megvizsgaljuk a szabad tengely

1étrejottének feltételeit. Egy tengely koriil forgd test egy térfogatelemére (pl. az i-

edikre) a centripetalis eré hat (a nehézségi erét most elhanyagoljuk), ami az abra

jeloléseivel:
F =-4mo’R,. —
Ugyanennek az erOnek forgatonyomatéka is van: e
M, =r, xF,.

A forgashoz sziikséges eredd er6 ¢és eredd
forgatonyomaték:

F= —Z Am;»°R, Fr

M= Zri xF,
Ezt az er6t és nyomatékot a tengelyek rogzitése NN
(csapagyak) adja.
Ha a test tomegeloszlasa olyan, hogy egy tengely koriili forgasnal fennéllnak az

F=0, M=0

feltételek, akkor a tengelyre hatd erdk és forgatonyomatékok ereddje is nulla, a test
szabadon forog az adott irany koriil, és nincs sziikség tengelyre. A fenti feltételekbdl
meghatarozhatd, hogy milyen tengelyek johetnek szoba szabad tengelyként.
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Az elso feltétel kovetkezményének kideritése érdekében a tomegelemek helyvektorait
bontsuk a tengellyel parhuzamos (r,|)- és arra merdleges (R;) OsszetevOkre, majd

tegylik ugyanezt a tomegkozéppont helyvektoraval is (r é¢s Ry ). A test

7K] |
tomegkozéppont-vektora igy

1 1 1 1
re =— > Amr, =—>» AmA\r, +R. )J=—>» Amr, +— > AmR. = +R .
TK mZ ivi mZ l(,H 1) mZ il mZ TN 7K| | K
Eszerint a tomegkozéppont-vektor tengelyre merdleges dsszetevdjét megado vektor
1
Ry = —ZAml.Rl. .
m-;

Ezzel az erdkre vonatkozo F =0 feltétel az alabbi alakba irhato:
ZAmia)ZRi =w’mRy =0.

Ez csak ugy teljesiilhet, ha Rzx=0, vagyis a tomegkdzéppont a tengelyen van. Szabad
tengely tehat csak tomegkozépponton atmend tengely lehet.

Az, hogy a szabad tengelynek mindig fotehetetlenségi tengelynek kell lennie, a
nyomatékra vonatkozo M =0 feltételbdl kovetkezik hosszabb szamolas utan, amit itt
melléziink'.

Merev test forgasa rogzitett pont koriil, a porgettyi

A szabad forgasénal kevesebb, a rogzitett tengely koriili forgasénal tobb a szabadsagi foka a
mozgasnak, ha a test egy pontja rogzitett, és a forgds ekortl torténik. Az ilyen moédon mozgo
testet porgettytinek nevezik. C
A porgettylik mozgésanak leirdsa szempontjabol fontos a forgod test 1
alakja is. Itt csak azzal az egyszerl esettel foglalkozunk, amikor a ‘
homogén anyagu porgettyli hengerszimmetrikus, és a forgaspont a C
szimmetriatengelyen van (4bra). Ez egytttal azt is jelenti, hogy a
sulypont a szimmetriatengelyen van, ¢és a porgettyli harom B
fotehetetlenségi nyomatéka (@ ,,0,,0.) kozil kettd megegyezik
(O, =05 #0O,). Az ilyen porgettylit szimmetrikus porgettyiinek A
nevezik.
'O

|
A porgettylik mozgasanak vizsgalatdnal két alapesetet érdemes megkiilonboztetni:

¢ Ha a kiils6 erdk rogzitett forgaspontra vonatkozo forgatonyomatékainak ereddje nulla,
akkor eromentes porgettyirél beszéliink. Nehézségi er6térben ez a feltétel rendszerint Ggy
valosithatdo meg, hogy a rogzitett (alatdmasztott) forgaspont a test stilypontjaban van.

¢ Ha a kiilsé erék forgatonyomatéka a forgaspontra vonatkozéan nem nulla, akkor a
porgettyl neve sulyos porgettyii. Az elnevezés azzal fiigg 6ssze, hogy nehézségi erdtérben
ez altaldban azt jelenti, hogy a forgaspont (aldtdmasztasi pont) nem esik egybe a
stlyponttal, ezért a sulyerdnek a forgaspontra vonatkozé forgatonyomatéka altaldban nem
nulla.

" A szamolas megtalalhaté: Budé A.: Kisérleti Fizika I.
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Erdmentes, szimmetrikus porgettyii mozgdsa, a nutdcio
Az erOmentes szimmetrikus porgettyli mozgéasanak vizsgalatat kisérlettel kezdjiik:

KISERLET:

Sulypontjaban (O) alatdmasztott porgettytit ferdén allo szimmetriatengelye (C) koriil
gyorsan megforgatjuk (baloldali &bra). Ekkor a porgettyli a tengelye iranyat
megtartva forog. A szimmetriatengelyt kissé kibillentve (a jobboldali abran a
fliggblegeshez kozelitve), a tengely egy kip mentén korbeforog. A jelenség neve:

nutacio.

‘.\ 8
4
(@]

A megforgatott porgettyli szimmetriatengelye szabad tengely, tehat akoriil foroghat a
test. A forgastengely az irdnyat azért tartja meg, mert tengelyiranyu perdiiletet adtunk
a porgettylinek, és ez megmarad, hiszen nincs kiilsé forgatonyomaték. Itt tehat a C
szimmetriatengely, az ® vektor (forgastengely) és az N perdiletvektor iranya
egybeesik.

A kibillentéskor megvaltozik a perdiilet, de a kiilsé hatds megsziinése utdn az 0j
perdiillet megmarad. A 10kés hatdsara azonban a
szimmetriatengely ¢és az ® vektor (pillanatnyi c
forgastengely) irdnya sem egymassal, sem pedig a
perdiiletvektor iranyaval nem egyezik meg tobbé. N
Az alapos megfigyelés azt mutatja, hogy a
szimmetriatengely és a pillanatnyi forgéastengely a

perdiiletvektor rogzitett irdnya koril egy-egy kup ! -
mentén korbeforog, ugy hogy C, @ és N mindig egy ! ® -7
sikban vannak (4bra). Az egyiittes korbeforgds oka / e

. . : .| o<
lényegében az, hogy az o vektor (pillanatnyi |/ “_-7 nutacios
forgastengely) most nem esik egybe a C tengellyel, // o kap A

ezért a C tengely kifordul az A és C altal meghatarozott
sikbol. Ez azonban csak ugy torténhet, hogy az N
perdiiletvektor alland6 marad. Ha a perdiiletet 4 ¢és C tengely iranyt komponensekre

bontjuk (abra), akkor azt irhatjuk, hogy c
N,=0,0, N N
N¢ =060, c

(A és C fotehetetlenségi tengelyek). Mivel a C tengely
elfordulasa miatt N és wc 1s kifordul az A és C altal
meghatarozott sikbol, N allandosaga miatt Ny-nak €s @y-

nak is ugyanezt kell tennie, vagyis az ® vektor egyiitt
forog a C tengellyel az allando N perdiiletvektor koriil. N, o, A
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Ha olyan erémentes porgettylit készitiink,
amely tetszdleges iranyban elfordulhat
(Cardano'-féle felfiiggesztés; abra), és ezt ugy
hozzuk forgasba, hogy a forgastengely és a
perdiiletvektor iranya egybeesik a
szimmetriatengellyel, akkor a porgettyl ezt a
forgastengelyt akkor is megtartja, ha az
alatamasztasa elfordul. Az ilyen,
tengelyiranyat megtarto porgettytit
giroszkopnak nevezik. Ennek a viselkedésnek
egy példaja, hogy a Fold egyenlitdjén Kelet-
Nyugat irdnyu, vizszintes tengely koriil forgasba hozott giroszkdép tengelye a Fold
forgasa miatt egy negyed nap alatt fliggdéleges iranyava valik (valgjdban megtartja az
iranyat, és a Fold fordul el).

Stulyos, szimmetrikus porgettyii mozgdsa, a precesszio

Ha a porgettyli forgaspontjara vonatkozo forgatdnyomaték nem nulla, akkor mozgésa
lényegesen eltér az erdémentes porgettyliétol. Az ilyen porgettyli gyakori esete, hogy a
kiils6 forgatonyomaték a nehézségi erdtdl szarmazik, vagyis a porgettyli forgaspontja
(O) nem esik egybe a sulyponttal (S). Az ilyen porgettytit sulyos porgettyiinek nevezik.
(Megjegyezziik, hogy sulyos porgettylinek szigortian véve azt a porgettylit nevezik,
amelynél az S az O pont felett van; ha S az O pont alatt van, akkor porgettyiis ingarol

beszéliink.) forgas

KISERLET:

Stulypontja (S) alatt alatdmasztott (O) pdorgettylit
ferdén 4ll6 szimmetriatengelye koriill gyorsan
megforgatjuk, ¢és magara hagyjuk. A porgettyl
tovabbra is a szimmetriatengelye koril forog, de ez a
tengely kupfeliiletet leirva lassan korbeforog (dbra). A
jelenséget precesszionak nevezik.

A szimmetriatengely koriili gyors forgatas biztositja, hogy a C szimmetriatengely, az
® vektor (forgastengely) és az N perdiiletvektor irdnya egybeesik (@, >> w, ezért

N.>> N, vagyis N ~ N ). Most azonban a porgettyiire a G sulyeré az O pontra

vonatkoz0, az abra sikjara merdleges, befelé mutato forgatonyomatékot fejt ki. Mivel a
mozgasegyenlet szerint
dN =Md:t

a perdillet a forgatonyomaték-vektor iranyaban megvaltozik. Mivel az N
perdiiletvektor a szimmetriatengellyel egybeesik, a szimmetriatengely irdnya a
perdiilettel egyiitt valtozik. Esetlinkben ez azt jelenti, hogy a tengely mindig a sulyerd
¢s a tengely altal meghatarozott sikra merélegesen mozdul el: a tengely csucsa koron,
a tengely maga egy kupfeliileten mozog.

A precesszid még latvanyosabban bemutathat6 egy biciklikerék segitségével.

! Gerolamo CARDANO (1501-1576) olasz természettudos
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KISERLET:
Egy vizszintes tengelyli biciklikereket gyorsan

megforgatunk, és a tengelyt egyetlen pontjan madzaggal

felfiiggesztjilk (4bra). Ekkor a kerék tovabbra is a « o N
vizszintes (szabad) tengely koriil forog, de a tengely 0 %
vizszintes sikban fliggdleges tengely koriil korbeforog. ® o dN
M (befelé)
(befelé)
A tengely korbeforgdsanak szogsebessége, vagy mdas szdval a precesszio
szOgsebessége a  mozgasegyenlet
alapjan varhatéan ardnyos a kiilsé
forgatonyomatékkal, de pontos értéke is
kiszdmithat6 ~a  mellékelt  4brak
segitségevel.
A precesszid szogsebessége
dg
Q =—.
Poodt
Az abra alapjan:
d9 = _dNc ,
Nesing
masrészt a mozgasegyenletbol
dN, = Mdt,
igy
Qp = L Qp
N sing N
Ha a nyomaték a nehézségi er6tdl szarmazik, akkor az . N, §
abra alapjan O % ®c
M = Gssing = mgssing, M G
ezért (befelé)
o, =8 mes
Ne  Ocac
A porgettylinyomaték

A precessziot egy a porgettylivel kolcsonhatasban allo test altal kifejtett

forgatonyomaték okozza. Newton III. tdrvénye
értelmében a porgettyli ugyanekkora, de ellentétes
iranyu forgatonyomatékot fejt ki a kdlcsonhato testre.

Ezt a forgatonyomatékot porgettyiinyomatéknak \ forgatés
nevezik.
A precessziot 1étrehozdé nyomaték a korabbiak F* -F '\/ ®
alapjan: \;\ \"\TC'
M = ‘QpNC Sll’l(D ‘\* F o -F*
M=Q,xN=60Q,xoc. forgatas P
A porgettylinyomaték ennek megfelelden:
*=-M= NCXQp :@COJCXQp. + M*=-M
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A porgettylinyomatékot mutatja az alabbi kisérlet (fenti abra).

KiSERLET:

Hozzunk forgasba egy vizszintes tengelyen forgd biciklikereket, €s a tengelyt
probaljuk fiiggdleges sikban az dramutatd jarasaval ellentétesen elforditani (4bra).
Ekkor azt érezziik, hogy a tengelynek fiiggdleges sikban torténd elforgatasa csak
akkor sikeriil, ha a két keziink a tengelyt megtartd erépart (az abran F és -F) fejt ki.
Ez az er6par a tengelyt vizszintes sikban az 6ramutatd jarasaval ellentétes irdnyba
forgatna el (ez felfelé mutato M forgatonyomaték-vektort jelent). Ez a tengely
elforgatdsdhoz (€2,) — azaz a precesszibhoz — sziikséges nyomaték. Ennek
ellenhatasaként megjelend erépar (az abran F* és -F*) hatasat érezziik a keziinkon,
ami a tengelyt vizszintes sikban az oOramutatd jarasaval egyezd iranyban akarja
elforgatni. Ez okozza az M* porgettylinyomatékot.

Alkalmazasok

A porgettylik sajatos viselkedésének szdmos megnyilvanuldsat megfigyelhetjiik,

illetve felhasznalhatjuk, amelyek koziil néhdnyat itt megemlitiink.

¢ Az erémentes porgettylinek azt a sajatsagat, hogy forgastengelyének iranyat
megtartja, mozgasok stabilizalasara lehet hasznalni (hajokon, egysinii vastton erre
nagy tehetetlenségi nyomatéku porgettylit hasznalnak, a diszkoszvetd a diszkoszt
porogve hajitja el, emiatt a diszkosz fliggdlegeshez képest ferde sikjat megtartja,
igy egy allando felhajtéerdé 1ép fel, amitdl messzebbre repiill a diszkosz, a
16vedékek is porogve repiilnek ki a fegyver csévébdl, ami szintén a mozgas
stabilizalasat szolgalja)

¢ Az erOmentes porgettyl érdekes alkalmazasa az in. porgettylis iranyti, amely egy
fliggbleges ¢és vizszintes tengely koriil szabadon elforduld porgettyli (baloldali
abra). Ha egy ilyen porgettylit gyors
forgasba hozunk, akkor tengelye a
Foldon Eszak-Déli iranyba all be,
vagyis irdanytliként haszndlhat6. Ennek
oka a Fold forgasabdl szarmazd
Coriolis-er6. Ez a jobboldali &bra
segitségével érthetd meg, ahol a
porgettyli sematikus feliilnézeti rajza
lathaté. A Fold szogsebességvektora
(wF) az éabran felfelé, a porgettyl
szogsebességvektora (m¢) Eszakkelet
felé mutat. A porgettylinek az abra sikjaban 1évé tomegelemei a tengelytdl jobbra
az abra sikjara merdlegesen befelé (Vi) a baloldalt 1évdk kifelé (vi;) mozognak.
Ennek megfeleléen az Fc=2mvxwr Coriolis-erdé a jobboldali tomegelemekre jobb
felé (Fc»), a baloldaliakra bal felé (Fc;) mutat, igy egy olyan erépar jon létre,
amely a porgettyli tengelyét az Eszak-Déli iranyba forgatja be (ez az egyensulyi
helyzet, mert ekkor nulla a forgatonyomaték).

¢ A kerékpar egyensulyanak stabilizalasaban is szerepet jatszik a porgettyiihatds. Ha
a kerékpar valamilyen okbol a haladasi iranyhoz viszonyitva jobbra dél, akkor a
sulypont az alatamasztastdl jobbra keriil, ezért fellép egy elére mutatd
forgatonyomaték. Emiatt az els6 kerék perdiilete — amely balra mutat — a haladas
iranyaban valtozik meg. Igy a kerék perdiiletvektora, és vele egyiitt a kerék
tengelye jobbra fordul, és az aldtdmasztas a sulypont fel¢ mozdul el: a
porgettylihatas a kerékpar stabilizalodasat segiti eld.

Y




TOTH A.: Merev test (kibSvitett dravézlat) 19

¢ Jobbra kanyarodd jarmii kerekeinek tengelye a haladasi irdnyhoz viszonyitva
jobbra fordul, tehat a precesszid szogsebességvektora lefelé mutat. A kerék
szogsebességvektora balra mutat, ezért az uUtra (sinre) hatd porgettylinyomaték
vektora (M*=OcwxQ,) hatrafelé¢ mutat. Ez a forgatonyomaték az ut kiilsé oldalan
1év0 baloldali kereket ranyomja az Utra, az ut belsd oldalan 1év6 jobboldali kereket
pedig megemeli, ami (az egyidejileg fellépd centrifugalis erdvel egyilitt)
felboruldshoz vezethet.



