TOTH A.: Mechanika/5 (kibévitett dravazlat) 1

Tomegpont-rendszer mozgasa

Bonyolultsagban a tomegpont utan kdvetkezd, és gyakorlati szempontbdl is igen fontos eset,
amikor tobb tomegpontbdl 4ll6 rendszert, Un.
tomegpont-rendszert  (rovidebben: pontrendszert)
vizsgalunk. Az é&bran az altalunk kivalasztott
rendszerhez a korberajzolt teriileten 1évé pontok
tartoznak, ezeket a pontokat sorszamoztuk: az i-edik
pont tomegét m;-vel, helyzetvektorat r;-vel jeloljiik.

A tomegpontokra hato erdket célszerli két csoportba
osztani: a rendszerhez tartozd pontok kozott fellépd
eroket belsé eroknek, a rendszeren kiviil esO testek
altal a rendszer pontjaira kifejtett erdket pedig kiilso
eroknek nevezzik. Jeloljik a j-edik pont altal az i-
edik pontra kifejtett (belsé) erét F, -vel, az i-edik

kils6

) 4 pont

rendszer
pontra hato kiilsé erék ereddjét pedig F,, -vel.

Témegkdbzéppont, a tomegkézéppont mozgasa

A pontrendszer mozgasa leirhato, ha kiilon-kiilon minden pontra felirjuk a mozgasegyenletet:
Fr +2FBIj =m;a,
J

Fio+ ZFBZj =m,a,
J

Fy, +2Fan =m,a, .
J

Lathato, hogy ez elég bonyolult leirdsi méd, ami a pontrendszerrdl, mint egészrél nem sokat
mond.

A teljes rendszer egyfajta jellemzését adja az az egyenlet, amit a fenti egyenletek
Osszeadasaval kapunk:

D+ D =D ma,.
i=l i=1 j=I i=1

Newton III. térvénye alapjan konnyen belathatd, hogy a belsé erdk Osszege nulla, igy a

rendszerre hato kiilsé erék ereddjét Fx-val jelolve, az alabbi egyenletet kapjuk:

n
F, = Zmiai .
i=1

J6 lenne, ha a pontrendszerre a fentinél egyszeriibb, a tomegpont mozgasegyenletéhez hasonlo
Osszefliggést kaphatnank, vagyis az egyenlet jobboldalat a pontrendszerre jellemz6 "egyetlen

gyorsulds" és az m = zmi Ossztdmeg szorzataként irhatnank fel. Ilyen egyenletre juthatunk,

1
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ha a pontrendszer helyzetének globdlis jellemzésére bevezetjiik az Un. tomegkdzéppontot,
amit az alabbi modon definidlhatunk. Alakitsuk 4t a fenti mozgasegyenletet

d’r, d’ d’ (1
=) ma; = —=—| 2 mt [=m—=5| =) mr, |,
K 2 Z dt2 dtZ (ZZ i ] dt i
¢és vegyik észre, hogy a zarOJelben 1évé mennyiség helyzetvektor Jellegﬁ. Tekintsiik ezt a

tomegpontok helyzete altal egyértelmlien meghatarozott sajatos helyvektort a pontrendszer
tomegkozeppontjanak (rrg), amely eszerint
Zmiri

— 1
Mg =

m
Kimutathat6, hogy ez a pont valdoban a pontrendszer tomegeloszlasanak egyfajta centruma,
ami homogén nehézségi erétérben azonos a rendszer sulypontjaval.
A fenti mozgéasegyenletben a tomegkozéppont helyzetvektoranak masodik iddderivaltja,
vagyis a tomegkozéppont gyorsulasa (arx) szerepel, igy a rendszer mozgasat leird egyenlet az
alabbi egyszerii alakot 6lti

F K= m arg.

Eszerint a pontrendszer tomegkézéppontja ugy mozog, mintha a rendszer egész tomege a
tomegkozéppontban lenne elhelyezve, és erre a kiilso erdk ereddje hatna.
Mivel a kiterjedt, merevnek tekinthetd testek pontrendszerként is felfoghatok, ez az eredmény
azt mutatja, hogy egy ilyen test haladé mozgasa tigy irhat6 le, mintha a test pontszerti lenne,
és tomege a tomegkozéppontjaban lenne Osszestiritve. Vagyis a fenti eljarast kovetve,
kiterjedt testek halado mozgasanak leirasara a madr megismert tomegpont-mozgdsegyenlet
hasznalhato.

A lendiilet (mozgasmennyiség)-megmaradas tétele pontrendszerben

A lendiiletre vonatkozd Osszefiiggéshez ugy juthatunk el, hogy a tomegkdzéppont
mozgasegyenletét a lendiiletvaltozas segitségével irjuk fel. Ehhez sziikségiink lesz a
tomegkozéppont sebességének kifejezésére:

Y myv;

dry 5
\Y} = =
T m
Ebbol lathatdo, hogy a pontrendszer lendiiletosszege (pr) kifejezhetdé a rendszer

Ossztomegének €s a tomegkozéppont sebességének szorzataval:

Pr= Zmivi =mV g
i
Eszerint a tdmegkdzéppont ebbdl a szempontbdl is ugy viselkedik, mint egy olyan tdmegpont
amelynek tomege a pontrendszer 0ssztomegével egyenlo.

A mozgasegyenlet ezzel igy irhato at:

dv d
F =ma = 7K = — = — V
xk = Mdpy =m di dt TK) Zm

vagyis a kiilso erdk ereddje egyenld a rendszer Gsszes lenduletenek valtozasi sebességével:

F, = dpR: [va

Ebbdl kovetkezik, hogy ha a kiilsé erdk eredOJe nulla (Fg= 0), akkor:

oz}
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azaz
Py =Y mV, =éllando.
i

Vagyis, ha a pontrendszerre hat6 kiilsé er6k ereddje nulla, akkor a rendszer dsszes lendiilete
nem valtozik. Ez a lendiilet-megmaradas térvénye pontrendszerre (hasznéalatos még a
mozgasmennyiség-megmaradas illetve impulzus-megmaradas elnevezés is,). A torvény
jelentdsége, tobbek kozott az, hogy mechanikai probléméak megoldasanal olyan egyenletet ad,
amelybdl ismeretlen sebesség hatdrozhato meg, anélkiil, hogy integralnunk kellene a
mozgasegyenletet. (Ennek a megmaradasi torvénynek specidlis esetét lattuk korabban két
kolcsonhato testre).

Pontrendszer energidja, a mechanikai energia megmaradasanak tétele
pontrendszerben

A pontrendszer energidjanak vizsgalatanal az egyes pontokra felirt munkatételbdl indulhatunk
ki. Ha a rendszer az / allapotabol a 2 allapotba megy at, akkor a munkatétel az i-edik pontra:

Wei = AEmi :EmiZ -E
ahol W, az i-edik pontra hatdo erdk ereddjének munkdja. Ha ezeket az egyenleteket
Osszeadjuk, akkor a baloldalon a pontrendszerre hatd 0sszes erdk munkajat, a jobboldalon
pedig a pontrendszer teljes mozgasi energidjanak megvaltozasat kapjuk:

W,=AE, =E,,-FE

Ha kiilonvalasztjuk a kiils6- és belsé erdk munkajat (Wx és Wp), ezeken beliil pedig a
konzervativ- és nem konzervativ er6k munkajat (Wx i, Wx ., War, Waak) , akkor az aldbbi
Osszefliggést kapjuk:

mil >

ml

Wik TWoue Wiy ¥ Wep =E, 0 —E,; .

Felhasznalva, hogy a konzervativ er6k munkaja a helyzeti energia megvaltozasanak negativja,
atrendezés utan azt kapjuk, hogy

Wik ¥Woe =Ey —Epi ¥ Eppy —Ejpi + Ejgr —Ejgey s

ahol a helyzeti energia-tagoknal a B ¢és K index a belsé kolcsonhatasokbol, illetve a kiilsé
testekkel valdé kolcsonhatasbol szarmazo helyzeti energiara utal. Az Osszefiiggést
atrendezéssel attekinthet6bb alakba irhatjuk:

Wicnk ¥ W = (Epz + Ejgy + Ejes )= (E,y + Ejpy + Ejgy),

ahol a zargjelben 1évo tagok a rendszer 6sszenergidjat jeldlik a rendszer kezdeti (/) és végso
(2) allapotaban. Ha az dsszenergiat Eg-rel jeloljiik
Ep=FE, +E;+E;,
akkor az energiavaltozas altalanos Osszefiiggését tomoren igy irhatjuk:
Wik ¥ Wi = Egy —Eg; = AEg

vagyis a rendszer energidjanak megvaltozasa a nem konzervativ er6k munkajaval egyenld. Az
eredmény tehat ugyanaz, mint a tomegpont esetén, azzal a kiilonbséggel, hogy itt az energia
¢s munka kifejezései bonyolultabbak, mint a tdmegpontnal.
Ha a nem konzervativ er0k munkéja nulla (példaul tigy, hogy nincsenek ilyen erdk), akkor

AE, =0 = Ep,=Eg; ,
vagyis a rendszer Osszenergidja nem valtozik. Ez az energia-megmaradas tétele
pontrendszerre. Jelentdsége gyakorlati szempontbol ugyanaz, mint az impulzus-megmaradas
torvényéé: olyan egyenletet ad, amelybdl pl. ismeretlen sebesség hatdrozhat6 meg, anélkiil,
hogy integralnunk kellene a mozgésegyenletet.
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A pontrendszer mozgési energiajanak kifejezését tovabb vizsgalva, egy ijabb fontos mennyiséghez juthatunk el.
Vizsgaljuk a pontrendszer mozgasi energidjat egy K koordinatarendszerbdl és a hozzd képest egyenletesen
mozgd K’ rendszerbdl, amelyet a pontrendszer tomegkdzéppontjahoz
rogzitettiink (4bra). {rjuk fel a pontrendszer mozgasi energidjat a K
rendszerben, és fejezziik ki azt a K’ rendszerbeli adatokkal:

E, :Zémivf :§Zmivivi =

] ’ ’
- EZm, (Vi + Vi XV + Vi)

(itt alkalmaztuk az abran is feltiintetett Galilei transzformaciot).
A miiveleteket elvégezve azt kapjuk, hogy

1 , , 1 , 1 1 ,

E, = EZml (viz + viK +2V;V )= sziviz + sziviK + EVTKZmiVi }
1 1 1 1

Az utolso tagban szerepld Osszeg éppen a tomegkdzéppont sebessége a K* rendszerben, mivel azonban a K’

rendszer a tomegkodzépponthoz van rogzitve, ez a sebesség nulla:

E, = Zémivfz +Zémiv§,{.

Ebbdl rendezéssel azt kapjuk, hogy

] 2 ] ’2
E, =—mvy + ) —-mv.",
2 TK 22 iV

m
1

vagyis a pontrendszer mozgasi energidja felirhaté a tomegkdzéppontba képzelt 6ssztomeg mozgési energidjanak
és a tomegkdzéppontban 1évé megfigyeld altal észlelt sebességekkel (vi' ) szamitott mozgasi energidk

Osszegeként.
Ezzel a rendszer Osszenergiaja

I
— 1 2
ZZR —“EqanK'+ZZhK'+:E:Eﬂnivi +'EhB .

i
Ha a rendszer tdmegkdzéppontjaval egyiitt mozgunk (vagyis K=K), akkor a tomegkozéppont all, tehat az elsdé
tag nulla, ha ezenkiviil a rendszerre kiilsé er6k nem hatnak, akkor a kiils6 helyzeti energia (masodik tag) is nulla,
a maradék két tag ekkor tulajdonképpen a kiilsé hatdsoktdl mentes rendszerrel egyiittmozgd megfigyeld altal
észlelt energiat adja meg. Ezt az

_ I ’2
Ey = Z?mivi +E,p
i

energiat a rendszer belsé energidjanak nevezziik, ami tehat a tdmegkozépponttal egylittmozgd megfigyeld altal

észlelt mozgasi energiak és a bels6 kdlcsonhatasokbol szarmazo helyzeti energiak dsszege.
st sk sk she sfe sfe she sk sk ske sk sie ks sk sk sk ste sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk s sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ske sk sk sk sk sk stk sk ske sk sk sk skeoskoskoskokoskoskok kokok

Perdiilet és forgatonyomaték, a perdiiletmegmaradas tétele pontrendszerben

A lendiilet és az energia bevezetését az indokolja, hogy ezekre a mennyiségekre bizonyos
koriilmények kozott megmaradasi tétel érvényes. Ugyanez az
oka a perdiilet (impulzusmomentum) (N) bevezetésének is.

Egy pontrendszer r; helyvektora, p; impulzusu i-edik
tomegpontjanak N; perdiilete az O vonatkoztatasi pontra (abra):
N, =r xp, =rxmV,.

A definiciobol latszik, hogy a perdiilet fiigg a vonatkoztatasi

ponttdl, tehat egyértelmli megadéasahoz ezt is meg kell adni.

Ha a mozgo6 pontra hato erdk F; ered6je nem nulla, akkor a
sebesség, ¢és egyuttal a perdiilet is valtozik. Ezt a valtozast
megkaphatjuk a fenti egyenlet differencialasaval:
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dN, dr dp;

Xp, +r, X—-
dr drt dt
A jobboldal els6 tagja két parhuzamos vektor (v; és p;) vektorszorzata, ezért ez a tag nulla, a
masodik tagban pedig a lendiilet idéderivaltja az eredd erével egyenld, ezért
dN.
—+=r, xF,.
dt
A jobboldalon megjelené mennyiséget az F; er6 O pontra vonatkozod forgatonyomatékanak
(M,) nevezziik. Ezzel a perdiilet megvaltozasa és az ered6 forgatonyomaték kozott az alabbi
Osszefiiggést kapjuk
N, _
dt "
Egy pontrendszer perdiilete (Ng) az egyes pontok perdiileteinek Osszege, az eredd
forgatonyomaték (Mg) pedig az egyes pontokra hatd forgatonyomatékok Osszege, vagyis a
pontrendszerre vonatkozd egyenletet a pontokra vonatkozd egyenletek 0Osszeadéasaval
kaphatunk. A korabban kdvetett eljarashoz hasonloan, itt is szétvalasztjuk a kiilsé- és belsé
erdk forgatonyomatékat:

dN; _
rxF.,+ > rxF

dt df Z, Ki z Bi*
Newton III. torvénye és a forgatonyomatek definicioja alapjan belathato (4bra), hogy a bels6
erok forgatonyomatékainak Osszege nulla F. F
lesz, igy a rendszerre a m, o m,

dN,
= r. )(F .= M
dt Z i Ki K

i

egyenletet kapjuk, ahol Mg a kiils6 erék
forgatobnyomatékainak dsszege.

Ha a kiils6 forgatonyomaték nulla, akkor a
fenti egyenlet szerint

dN, . .
=0 = N, =allando,
dt
vagyis a perdiilet nem valtozik. Ez a perdiilet megmaradasanak tétele pontrendszerre.

i Fg=F

Biji~ ' Bji

__________________ T1=Irp(FB,.jI=T2=IrijBj,.I

)

A merev test, mint pontrendszer
A perdiilet bevezetésének haszna — azon kiviil, hogy megmaradasi tétel érvényes ra — a
merev test forgomozgasanak leirasanal lathatdé igen vilagosan, ebben az esetben
ugyanis az eddig hasznalt mozgasegyenlet alkalmazasa nem praktikus.
A merev test olyan kiterjedt test, amely nem deformalhato, tehat két tetszéleges pontja
kozotti tavolsag nem valtozik. Ha a merev testet igen kis térfogatelemekre osztjuk,
akkor egymashoz képest nyugalomban 1évé pontszerli tomegek rendszereként
targyalhatjuk. A leirds annal pontosabb, minél finomabb a test felosztasa. Példaként
ijuk fel egy rogzitett tengely koriil forgd merev test mozgasegyenletét, a
pontrendszerekre érvényes Osszefiiggések segitségével.
Az elemi tomegek (Am;), amelyekre a testet gondolatban felosztottuk, a rogzitett
tengely koriil kormozgast végeznek (dbra) kozds w szdgsebességgel, de kiilonb6zd v;
sebességgel. Felirhatndnk az egyes tomegekre a szokdsos mozgésegyenletet, ez
azonban igen nagyszamu, nehezen kezelhetd Osszefliggéshez vezetne, ezért
mozgasegyenletként inkabb a pontrendszer perdiiletének megvaltozdsa és a kiilsd
forgatonyomaték kozti 6sszefliggést hasznaljuk:

dN

dt
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frjuk fel elészor az i-edik tomegelem perdiiletét:

N, =r, xAmyv,. 4

Mivel a vektorszorzatban szerepld  vektorok
merdlegesek egymasra, a perdiilet nagysaga

N, =r.Am,v;.

A rogzitett tengely miatt a perdiiletet csak a

forgatonyomaték tengelyiranyt komponense tudja

valtoztatni (a masik két komponenst a tengely

kikompenzalja), ezért mozgasegyenletnek ¢és a

perdiiletnek csak a tengelyirdnyd komponensét

érdemes felirni. Vegyiik fel a koordinatarendszeriink

z-tengelyét a rogzitett tengely iranyaban, és irjuk fel a N U

. , i N._Ir 5 V.

fenti egyenlet z-komponensét: 0 mer

N, =N, cos®, =r,Am,v; cosV; .

Mivel a tengelytdl mért tavolsdg ¢és a helyvektor hossza kozott fennall az

R, =1, cos ¥, Osszefiiggés, végiil az
N, =N, cos®. = R, Am;v, = Am,R} o,
Osszefiiggést kapjuk (itt felhasznaltuk, hogy a kdrmozgasnal v=R® ), aminek az az
elonye, hogy benne az egyes tomegek sebességei helyett a kozds szogsebesség

szerepel.
A teljes test perdiiletének z-komponense ennek alapjan kozelitdleg:

N.=Y N. =Y AmR’o. =0, Am;R; .

Az 0sszeget pontszeriinek tekinthetd térfogatelemek esetén a testnek az adott tengelyre
vonatkozo6 tehetetlenségi nyomatékanak nevezik, és rendszerint 0 -val jelolik:

0, = z(Aml.Rl.2 .

A tehetetlenségi nyomaték adott 0ssztomeg esetén alapvetden a test tomegének a
rogzitett tengely korili eloszlasatol fiigg, vagyis nagysagat a test tomege, alakja és a
tengely helyzete egyarant befolyasolja, rogzitett tengely esetén allando.
A tehetetlenségi nyomaték felhasznalasaval a perdiilet z-komponense
N, =00,
a merev test mozgasegyenlete pedig
M. = dN. _d(Bw) ‘
dt dt
Rogzitett tengely esetén a tehetetlenségi nyomaték allando, ezért a mozgasegyenlet
M, =092 _ep,
dt
ahol f a forgd merev test szoggyorsulasa. A kapott egyenlet formailag azonos a halado
mozgas egyenletével, csak az erd helyett forgatonyomaték, gyorsulds helyett pedig
szoggyorsulés szerepel benne.
A tehetetlenségi nyomaték ismeretében (amit "szabalyos" testnél integraldssal,
egyébként kozelitdé szamitdssal vagy méréssel hatdrozhatunk meg) adott kiilsé
forgatonyomaték esetén a mozgasegyenlet integralasaval megkaphatdo a merev test
szOgsebessége és szogelforduldsa az id6 fiiggvényében.
Ha a kiilsé forgatobnyomaték nulla, akkor a perdiilet alland6 marad, ami a fentiek
szerint azt jelenti, hogy ilyenkor a rogzitett tengely koriil forgo testre
Ow = dllando.
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Ezt haszndlja fel pl. a piruettez6 milkorcsolyazo, amikor kinyujtott karral elkezdett
forgas utan a karjait behuzza, azaz lecsokkenti a tehetetlenségi nyomatékat, és igy —
hogy a perdiilete alland6 maradjon — a szdgsebessége megnd, és gyorsabb forgasba
jon.



