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Mozgasleiras kiilonb6z6 vonatkoztatasi rendszerekbél

Egy test mozgasanak leirasa altalaban ugy torténik, hogy annak mindenkori helyzetét egy
tobbé-kevésbé onkényesen valasztott testhez, egy un. vonatkoztatasi rendszerhez viszonyitva
adjuk meg. A helyzet meghatdrozdsdhoz altaldban a vonatkoztatasi rendszer egy pontjahoz
rogzitett koordinatarendszert veszink fel, és a test mozgasat jellemzd adatokat ebben a
koordinatarendszerben adjuk meg.

Konnyen belathatd, hogy ha ugyanazt a testet két kiilonbozd, egymashoz képest mozgo
vonatkoztatdsi rendszerbdl figyeljiik meg, akkor a mozgésat jellemzd adatok egy részét (pl.
helyzetvektor, sebesség, lendiilet, energia) eltérének talaljuk. Felmeriil a kérdés, hogy az
adatok kozotti Osszefliggéseket megado fizikai torvények is kiillonbozoek-e a kiilonbozo
vonatkoztatasi rendszerekben. Leegyszertsitve: a kérdés az, hogy hasznalhatja-e a robogd
vonaton utazé megfigyeld ugyanazokat a fizikai torvényeket, amelyeket a Foldhoz képest
nyugvo laboratoriumban érvényesnek talalt.

A kérdés vizsgalatat érdemes két részre bontani: el6szor az egyszeriibb esetet nézziik meg,
amikor egymashoz képest (alland6 sebességgel) mozgd inerciarendszerekkel foglalkozunk,
majd ezutan tériink &t egymashoz képest gyorsulo rendszerek targyalasara.

Mozgasleiras egymashoz képest mozgo inerciarendszerekbdl

Vizsgaljunk két olyan rendszert, amelyek egymdashoz képest allando sebességgel mozognak,
¢s mindkettdben érvényes a "tehetetlenség torvénye" (Newton . axidomdja), vagyis két
inerciarendszerrdl van sz6. Probaljuk meg leirni ugyanannak a tdmegpontnak a mozgésat a
két rendszerbdl nézve, és keressiik meg a leirasok kozotti osszefiiggéseket.

Szamos tapasztalat sugallja azt, hogy a kiilonb6z6 inerciarendszerekbdl nézve a mechanikai
jelenségek ugyanugy zajlanak le, és a kiilonb6zd rendszerekben a mechanika torvényei
azonos matematikai alakban érvényesek (természetesen csak akkor, ha adott rendszerben
alkalmazva a torvényeket a benniik szerepld 0sszes fizikai mennyiség helyébe ugyanabban a
rendszerben mért adatokat helyettesitiink be). Ez a tapasztalatok alapjan elfogadott alaptétel a
klasszikus mechanika relativitasi elve. A relativitas elvének fontos kovetkezménye, hogy az
inerciarendszerek a mechanikai folyamatok leirdsa szempontjabol egyenértékiiek, vagyis
mechanikai kisérletek segitségével nem lehet koztikk kiilonbséget tenni, igy valamiféle
"abszolut", kitlintetett inerciarendszert sem lehet talalni.

Ha egy test mozgasat két egymashoz képest mozgd K és K' inerciarendszerbdl vizsgaljuk,
akkor a test mozgasat jellemzd adatokra altalaban eltérd értékeket kapunk, de a két
rendszerben mért adatok kozott Osszefliggések allnak fenn. Ezek az Osszefiiggések a
rendszerek egymashoz viszonyitott mozgasa altal meghatarozott koordinata-transzformaciok
segitségével kaphatok meg, és ismeretiikben egy fizikai torvényt attranszformalhatunk egyik
rendszerbdl a masikba az alabbi mddon.

A K rendszerben felirt fizikai torvényben szerepld fizikai mennyiségeket a transzformacios
Osszefiiggések segitségével kifejezziik a K' rendszer megfeleld6 mennyiségeivel, és igy
megkapjuk a kérdéses fizikai mennyiségek kozotti Osszefiiggést (a fizikai torvényt) a K’
rendszerben. Ha ez az 0sszefiiggés matematikai alakjat tekintve azonos a K rendszerben felirt
Osszefiiggéssel, akkor azt mondhatjuk, hogy a transzformdcio ésszhangban van a relativitds
elvével.

Ha a relativitas elvét, mint tapasztalati tényt elfogadjuk, akkor csak vele dsszhangban allo
transzformaciot hasznalhatunk. Elvileg elképzelhetd, hogy olyan — fizikailag indokolhato —
transzformaciot fogadunk el, amely nincs O0sszhangban a relativitads elvével (a torvények
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alakja a transzformacional megvaltozik), ekkor azonban nem tarthatjuk fenn a relativitas
elvét.

Nézziik meg most, hogy a klasszikus mechanikaban hasznalt un. Galilei'-féle transzformdcio
Osszhangban van-e a mechanikaban elfogadott relativitasi elvvel.

A Galilei-transzformdcio és a relativitds elve a klasszikus mechanikdaban
A Galilei-transzformacio Osszefiiggései a hétkdznapi szemléleten alapulnak, és az
alabbi egyszerli meggondoldsokkal kaphatok. Az 4bra
P pontjaban 1évd tomegpont mindenkori helyzetét a K
koordinatarendszerb6l a mindenkori r(z)-, a K’
rendszerbél pedig a mindenkori r'(z) helyvektorral
adhatjuk meg (¢ az id6). Ha a két rendszer relativ
helyzetét megad6d vektor rg.(7), akkor a két
rendszerben érvényes helyvektorok kapcsolata
r(t)=r'(t)+ry(t).
Ha a K' rendszer a K hoz képest allandé w sebességgel
mozog (inerciarendszerekrdl van sz6), akkor
ry(t)=Wt+r,,
ahol ry) a két rendszer origdjanak relativ helyzetét
megadod vektor a =0 idOpillanatban. Ezzel a fenti
kifejezés igy alakul

r.(t)=r'(t)+wt+r,,
ami a koordinatakkal kifejezve
x=x"+wit+x,
y=y'+wi+y,
z=z'+wit+z,
t'=t.
Ez a klasszikus mechanika Galilei-féle transzformacioja.
A fenti gondolatmenet fontos mozzanata, hogy az id6t nem transzformaltuk, azaz
természetesnek vettiik, hogy a két rendszerben az id6 azonos:
t'=t.
A sebességek kozotti Osszefliggés a helyvektorok kapcsolatat megadd egyenlet 1d6
szerinti differencialasaval kaphato
V(t)=V'(t)+w,
ahol v a vizsgalt tomegpont K rendszerbeli sebessége, V' annak K' rendszerbeli
sebessége. Komponensekkel kifejezve:
v.=v+w,
v, =V +w,
v.=v. +w._.
Vagyis a hétkoznapi tapasztalattal egyezésben azt kapjuk, hogy ugyanazon test
sebességét egymashoz képest mozgd megfigyeldk kiillonbozonek talaljak.

A gyorsulasok 0Osszefliggését a sebességre vonatkozo egyenlet 1d0 szerinti
differencidlasaval kapjuk:

a(t)=a(t).

" Galileo GALILEI (1564-1642) olasz fizikus, matematikus, csillagasz
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A kiilonb6z0 inerciarendszerekbdl mért gyorsulasok tehat azonosnak adodnak. Ez azt
jelenti, hogy egy inerciarendszerhez képest egyenletesen mozgd rendszer szintén
inerciarendszer.

Ezek utan nézziik meg, hogy a Galilei-transzformacié 6sszhangban van-e a relativitas
elvével a mechanikai torvények esetében.
Elészor vizsgaljuk meg a tomegpontra vonatkozé kozismert Newton-féle
mozgastorvényt. A K rendszerben érvényes
F =ma
torvényben szereplé mennyiségeket transzformaljuk at a K' rendszerbe.
A klasszikus fizikaban feltételezett er6torvények esetén egy tomegpontra hatod erd csak
annak a tobbi testhez viszonyitott helyzetétdl, azokhoz viszonyitott relativ
sebességétdl és az 1dotdl fiigghet. Mivel ezek a mennyiségek a fenti transzformacio
szerint a két rendszerben azonosnak adddnak, igy az erdk is azonosak maradnak az
egyik rendszerbdl a masikba valo atmenetnél: F = F'. Masrészt lattuk, hogy a=a'. Ha
viszont a testek kozotti kolesonhatasok €s a gyorsulas a két rendszerben azonos, akkor
az F és a kozotti aranyossag is érvényben marad, €s a tdmeg is azonos. Ez azt jelenti,
hogy a mozgastorvénynek a K’ rendszerbe attranszformalt alakja
F'=ma’,
ami azonos a K-beli alakkal (rdadasul itt maguk a mennyiségek is azonosak
maradnak).
Minthogy a mechanika torvényei Iényegében a kolcsonhatas torvényébol és a
dinamika alapegyenletébdl szarmaztathatok, altalanosan is kijelenthetd, hogy a
Galilei-transzformacid6 a mechanika torvényeit valtozatlanul hagyja egyik
inerciarendszerbdl a masikba torténd transzformacid soran. Masként fogalmazva ez
azt jelenti, hogy a Galilei-transzformacio a klasszikus mechanikdaban osszhangban van
a relativitas elvével.
Nem bizonyitasként, csupan szemléltetd példaként nézziik meg, hogyan teljesiil ez az
allitds a mechanika egy masik alapvetd torvénye az lendiilet-megmaradasi térvény
esetén.
Vizsgaljunk két tomegpontot, amelyek mozgasuk soran kolcsonhatasba 1épnek, pl.
iitkoznek egymassal. A testek tomege m ¢és M, iitkozés elotti sebességeik egy K
rendszerben v és V, iitkdzés utani sebességeik ugyanitt u és U. A K hoz képest w
sebességgel mozgd K’ rendszerben jeloljiik ugyanezeket a sebességeketv’,V',u’,U’ -
vel. Tegyiik fel, hogy a lendiilet-megmaradas tétele alkalmazhat6 a folyamatra és irjuk
fel azt a K rendszerben:
mv + MV = mu + MU
Transzformaljuk at a sebességeket a Galilei-transzformacid segitségével a K’
rendszerbe és irjuk be ebbe az egyenletbe. Ekkor az aldbbi sszefliggésre jutunk
mV' +w) + MV +w) = mu' +w) + MU +w),
amibdl rendezés utan kapjuk
mv' + MV' = mu’ + MU'.
A transzformacié utan tehat a lendiilet-megmaradas tételét a K' rendszerben valdéban
ugyanolyan alakban kaptuk meg, mint a K rendszerben.
Hasonlé modon lehetne demonstralni a Galilei-transzformacionak a relativitas elvével
vald Osszhangjat mas mechanikai torvények esetén is.
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A Galilei transzformdcio és a relativitas elve az elektromdgnességtanban, a specidlis
relativitdaselmélet alapgondolata
Az elektromagnességtan alapegyenletei, a Maxwell'-egyenletek, a fizikdnak
ugyanolyan alapvetd torvényei, mint a Newton-térvények. E torvények kidolgozéasa
idején a fizikai jelenségeket a mechanikai szemlélet alapjan probaltak értelmezni, ezért
semmi kétely nem meriilt fel abban a vonatkozasban, hogy a mennyiségeket és
torvényeket a fizikanak ezen a teriiletén is a Galilei-transzformdacio segitségével kell
egyik rendszerbél a mésikba transzformalni. Ugy gondoltak, hogy létezik egy sajatos
kozeg, az un. éter, amely mindent kitolt, €s az elektromégneses jelenségek ennek a
kozegnek a mechanikai jellegli allapotvaltozasaival fiiggnek Ossze. Természetesnek
tint, hogy a Maxwell-egyenletek az ¢éterhez rogzitett koordinatarendszerben
érvényesek, ¢s hogy a fény, mint elektromdgneses hulldm nem mas, mint egy ebben a
kozegben keltett zavar tovaterjedése, ami teljesen analdog a mechanikai hullamokkal.
Ennek megfelelden a fény terjedési sebességét is az éterhez viszonyitott sebességnek
tekintettek.
A mechanikai hullam-analdgia alapjén az is természetesnek latszott, hogy az éterhez
képest w sebességgel mozgd rendszerben a fény terjedési sebességét a megfigyeld a
Galilei-transzformacionak megfeleld

c'=c-w
értékilinek talalja (c a fény terjedési sebessége az éterhez viszonyitva). Ebbdl viszont
az kovetkezik, hogy az éterhez képest mozgo rendszerben a fény terjedési sebessége
fligg a fény haladasi irdnyatol. A legnagyobb sebességet akkor mérhetjiik, ha a fény
haladasi irdnya ellentétes a w sebesség iranyaval (ekkor a sebesség nagysaga c¢'=c+w),
a legkisebb érték viszont akkor adddik, ha a fényterjedés irdnya megegyezik a w
sebességvektor iranyaval (ekkor a sebesség nagysaga c"=c-w). Ha w irdnyat
fénysebesség-mérésekkel kisérletileg megkeressiik, akkor elvileg meghatarozhatjuk a
vonatkoztatasi rendszeriinknek az éterhez viszonyitott sebességét is (dbra).

A fenti gondolatmenet alapjan a malt szazad végén Michelson® és Morley” végzett el
egy kisérletsorozatot abbdl a célbol, hogy meghatarozzak a Foldnek az éterhez
viszonyitott sebességét (a W sebességgel mozgd rendszer ekkor maga a Fold). A
kisérlet kivitelezése (aminek részleteivel itt nem foglalkozunk) praktikus okokbdl més
volt, mint a fenti gondolatkisérleté, de elvét tekintve a két eljaras azonos.

A kisérlet végeredménye gy foglalhatd 0ssze, hogy a kiilonb6zd iranyban halado
fénysugaraknal a fényterjedési sebességek kozott nem sikeriilt kiilonbséget kimutatni
(igy természetesen a W sebesség meghatarozasa sem sikeriilt). Ezt az eredményt még
lehetett volna Ggy értelmezni, hogy a kisérlet idején a Fold az éterhez képest éppen

! James Clerk MAXWELL (1831-1879) skot fizikus és matematikus
% Albert Abraham MICHELSON (1852-1931) Nobel-dijas (1907) német szarmazast amerikai fizikus
3 Edward Williams MORLEY (1838-1923) amerikai kémikus, fizikus
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nyugalomban volt, de a kisérletet az ¢év kiilonb6zd idépontjaiban (azaz a Fold
kiilonb6z6 haladasi irdnyai esetén) megismételve ugyanezt az eredményt kaptak.

Ez az eredmény azt a — klasszikus fizika alapjan elképzelhetetlen — kovetkeztetést
sugallta, hogy a fény barmely inerciarendszerben minden irdnyban ugyanolyan c
sebességgel terjed. Ha ez igy van, akkor viszont a fény terjedésére nem alkalmazhato a
Galilei-transzforméacio, ami komoly problémakat sejtet az elektromagnességtan
torvényeit illetden. A fény ugyanis elektromagneses hullam, amelynek terjedését a
Maxwell-egyenletek irjak le. Ha terjedésére nem alkalmazhato a Galilei-
transzformécio, akkor varhatd, hogy ez a transzformdciéo az elektromagnességtan
torvényeit sem viszi at valtozatlan alakban egyik inerciarendszerbdl a masikba. A
helyzet valoban ez, vagyis az elektromagnességtanban a Galilei-transzformdcio nincs
osszhangban a relativitas elvével.

A Lorentz'-transzformdcio
A Maxwell-egyenletek matematikai elemzésével természetesen megtalalhatdo az a
transzformacio, amely valtozatlan alakban viszi at azokat egyik rendszerbdl a masikba
a ¢ = c' tény figyelembevételével. Ezt a transzformaciot Lorentz taldlta meg, és ma
Lorentz-transzformacio néven ismerjiik.

A Lorentz altal megtalalt transzformacios képleteket itt az egyszeriiség kedvéért a két
koordinatarendszer specialis valasztasa

esetén adjuk meg (dbra). A specialis y wt y'
valasztas azt jelenti, hogy a két rendszer x

tengelye kozds, ¢és a K' rendszer a K hoz i P

J4 r P
kepes’t w sebessegge,l mozog az x tenfgel¥ y Xo Xy x
mentén annak pozitiv irdnyaban, tovabba " ST W
az 1d6t mindkét rendszerben attol a % Zp JKTH o TRTTP

pillanattol mérik, amikor a két origé (O és z z
0") azonos helyen volt (ekkor 1=t'=0).
Eldszor emlékeztetdiil irjuk fel erre az esetre a Galilei-transzforméaciot:
x'=x - wt y =y z'=z "=t
Az elektromagnességtan egyenleteit valtozatlanul hagyo — matematikai uton megtalalt
—Lorentz-transzforméacid képletei ezzel szemben

w
t——x

' X —wt ' ' ' CZ
X = 5 y =y zZ =z t = 5
w w
I-— 1-—

c c

A relativitas elvének teljesitése tehat megkoveteli, hogy az idot is transzformaljuk,
masrészt a térkoordinatdk kozotti Osszefiiggés a Galilei-transzformécio megfeleld
Osszefiiggésétol egy a w relativ sebességtdl fiiggd

1

K =
W2
==
C

faktorban kiilonbozik.
Konnyen belathatd (pl. a lendiilet-megmaradasi térvényre vald alkalmazas kapcsan),
hogy a Lorentz-transzformacié a mechanika térvényeit nem viszi at valtozatlanul

" Hendrik Antoon LORENTZ (1853-1928) Nobel-dijas (1902) holland elméleti fizikus
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egyik inerciarendszerbdl a masikba: vagyis ez a transzformacié a mechanikaban nincs
Osszhangban a relativitas elvével.

Az eldézdekben vazolt helyzetet az alabbi tablazattal szemléltethetjiik, ahol a fizika két
nagy teriiletén a két transzformacionak a relativitas elvéhez vald viszonyat tiintettiik
fel (a "+" jel azt jelenti, hogy a transzformaci6 alkalmazasa soran a relativitas elve
teljesiil-, a "-" jel pedig azt, hogy nem teljesiil).

GALILEI- LORENTZ-
transzformacio transzformacio
MECHANIKA + -
ELEKTROMAGNESSEGTAN - +

Ezek utan elvileg az alabbi lehetdségek kozott valaszthatunk:

a) Beletorddiink abba, hogy a kiilonb6z6 jellegh fizikai folyamatokban (mechanikai,

elektromagneses)  ugyanazok a  fizikai  mennyiségek  kiilonbozdképpen

transzformalodnak két rendszer kozott, ami Iényegében azt jelenti, hogy altalanos

formajaban feladjuk a relativitas elvét.

b) Fenntartjuk a relativitds elvét, és elfogadjuk a jozan észnek" megfeleld Galilei-

transzforméciot, de ekkor hibasnak kell mindsiteniink a Maxwell-egyenleteket. Az

elektromagnességtan torvényeit tehat ugy kell atalakitanunk, hogy azokat a Galilei-

transzformacio valtozatlanul hagyja.

c) Fenntartjuk a relativitas elvét, és elfogadjuk a Lorentz-transzformaciot, de ekkor a

mechanika torvényeit kell elvetniink, ¢és ugy atalakitanunk, hogy a Lorentz-

transzforméacio valtozatlanul hagyja azokat.

Miutan nincs olyan tapasztalat, amely arra utalna, hogy a relativitds elve ne lenne

érvényes, az a) lehetdséget elvethetjiik. A b) lehetdséget azért nem valaszthatjuk, mert

ismeriink olyan jelenséget (fény terjedése), amelyre a Galilei-transzforméacié nem

érvényes. Igy marad a c) lehetdség.

A szazad els6é éveiben ehhez a kovetkeztetéshez tobben is eljutottak (Lorentz,

Poincaré', Einstein’), de Einstein volt az aki altalanos fizikai elmélet formajaba

ontdtte a ¢) pontban megfogalmazott kovetelményeket. O vette észre, hogy a

tapasztalati tényekkel egyez6 elmélet két alapveto fizikai elvbol levezethetd:

¢ A fizikai folyamatokat leir6 torvények minden inerciarendszerben azonos
matematikai alakban érvényesek. Mas szoval, minden fizikai folyamatra érvényes
a relativitas elve.

¢ A vidkuumban terjedd fény sebessége minden inerciarendszerben azonos,
univerzalis fizikai allando.

Ebb6l a két alapelvbdl levezethetd a Lorentz-transzformécio, és segitségiikkel

elvégezhetd a mechanika torvényeinek sziikséges atalakitasa. Az igy 1étrejott, a fenti

két elvvel 6sszhangban allo fizikai elmélet a specidlis relativitaselmélet. Nevében a

"specidlis" jelzd arra utal, hogy csak specidlisan valasztott koordinatarendszerekben,

nevezetesen inerciarendszerekben érvényes.

A Lorentz-transzformacié fontos tulajdonsaga, hogy a fénysebességhez képest kis w

relativ sebességeknél a Galilei-transzformacioba megy at, vagyis nem tul nagy

sebességeknél tovabbra is érvényesek a klasszikus mechanika torvényei.

! Jules Henri POINCARE (1854-1912) francia matematikus, elméleti fizikus.
% Albert EINSTEIN (1879-1955) Nobel-dijas (1921) német szarmazasu, 1933-ban Amerikaba emigralt fizikus
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A fenti két alapelv elfogaddsa egyben azt is jelenti, hogy az "étert" nem tekinthetjiik
fényhordozé kozegnek, hiszen a fénysebesség a mozgasallapottol fliggetlen, és nem
tekinthetjiik valamiféle kitlintetett vonatkoztatasi rendszernek sem, mivel a relativitas
elve érvényes. Ezzel viszont elveszitette értelmét az éter 1étének feltételezése is.

Mozgasleiras egymashoz képest gyorsulé rendszerekbdl, a tehetetlenségi erok

Egymashoz képest nem tul nagy sebességgel mozgd inerciarendszerekben a Newton
torvények valtozatlan alakban hasznalhatok. Mi a helyzet egy inerciarendszerhez képest
gyorsulo rendszerben?

Transzformdcios oOsszefiiggések egymdshoz képest gyorsuld, transzldacios mozgdst végzo
rendszerekben

A legegyszertiibb eset az alland6 gyorsulasu transzlacios (haladd) mozgas.

Vegyiik fel a K inerciarendszerben (pl. a terem) a K; ;K
koordinatatengelyeket ugy, hogy a hozza képest
transzlacidés mozgast végzé K' rendszer (pl. egy kocsi)
a K rendszer x-tengelye mentén mozogjon, a K’
rendszerbeli x'-tengely pedig essen az x-tengelyre
(dbra). A K'rendszer a kozos x,x'-tengely mentén a,

allando gyorsulassal mozog a K-hoz képest.
Az altalanos Galilei-transzformacio szerint (most a w
relativ sebesség nem allando!):

X(t)=x"(t)+xx(t)
V()= w(t)+v,/(1)
a.(t)=ay+a/(t).
Eszerint egy tomegpont gyorsulasa a K’ rendszerben
a'=a,—a,

vagyis a K’ nem inerciarendszer, hiszen a K-ban nem gyorsuloé tdmegpont (a, =0) a
K’-ben gyorsul (a', = —a, #0).
A fenti egyenletbdl m-mel vald szorzéassal kapjuk, hogy
ma,'=ma, —ma, = F,—ma,,
ahol F, =ma, a K rendszerben a tomegpontra hat6 erd. Latszik, hogy K’-ben Newton
II. torvénye nem érvényes ( F, = Oesetén a', =—a, # 0).
Hasznélhatova valik a térvény, ha feltételezziik, hogy a K’-ben a tomegpontra
F.'=F,.—ma,

erd hat, vagyis a K-ban miikodo erdt ki kell egésziteni egy

F, =-ma,
un. tehetetlenségi erovel. Ezzel az

F.'=ma,’
egyenletet kapjuk, amibdl az F, = 0 esetben a tényleges a', = —a, gyorsulast kapjuk.

Ha a koordinatarendszerek nem a targyalt specidlis relativ mozgast végzik, akkor a
fenti gondolatmenet mindegyik koordinatara alkalmazhato, és a, relativ gyorsulas és F
erd esetén, a kapott eredmények vektori formaban érvényesek:



TOTH A.:Mechanika/3 (kib&vitett oravézlat) 8

a'=a-a,
Ft = _mao.

Tehetetlenségi erdk forgo rendszerben

Egy inerciarendszerhez képest egyenletesen forgd rendszerben szintén be kell
vezetniink tehetetlenségi erdket, hiszen az inerciarendszerben nyugvo tomegpont a
forgo6 rendszerbdl nézve kdrpalyan mozog, tehat akkor
is gyorsul, ha nem hat r4 erd.

Ezt a tehetetlenségi erdt legegyszeriibben ugy
kaphatjuk meg, ha egy olyan tomegpontot vizsgalunk,
amely a forg6 testhez rogzitett koordindtarendszerben N,
nyugszik (dbra). Ennek a tdmegpontnak az

inerciarendszerbdl nézve a=a, = mrao’u,

(O]

gyorsuldsa van, tehat
F=ma, = mrao’u,

erd hat ra. Mivel a forgd rendszerben nyugszik, itt egy ezzel ellentétes, ugyanilyen

nagysagu

F

_ _ 2
, =—ma,, =—mro-uy

tehetetlenségi erdt kell feltételezniink. A kisérletek azt mutatjadk, hogy forgd
rendszerekben ilyen tehetetlenségi erd valoban fellép, és centrifugalis erének nevezik.

KISERLETEK:

¢ Rugora fiiggesztett, vizszintes sikban kdrbeforgatott golyd a tengelyt jol mérhetd
erével hiizza (rugds eréméro).

¢ Rugalmas lemezekbdl készitett gomb alaki test forgataskor a tengelyre
merdlegesen kidomborodik (a tengely mentén Osszelapul), Un. geoid alakot vesz
fel (ilyen a forg6 Fold alakja is).

¢ Vizszintes radra mozgathatoan felszerelt, cérnaval 0sszekotott golyokat a radra
merdleges tengely koril @ szogsebességgel megforgatva, a golyok akkor
maradnak egyenstlyban, ha a tengelytél mért tavolsagaik (r;, ;) és a tomegeik
(my, my) kozott fennéll az m,r,w” = m,ro’° osszefiiggés.

¢ Vizszintes tengely koriil megforgatott kerékparlanc merev kerékként gurul, vagy
megforgatott kor alaka papirlap olyan merev lesz, hogy vagni lehet vele.

A tapasztalat szerint forg6 rendszerben nem csak a centrifugdlis erd 1ép fel.

KISERLETEK:

¢ Flggdleges tengely koriil forgathatd, vizszintes
kormozott lapra a tengelytél néhany centiméterre egy
golyot rogzitiink, amit egy szerkezettel forgds kodzben
szabadda tesziink. A golyé a lapon nem sugarirdnyban
kifelé mozog, hanem az &bra szerinti gérbe mentén, amit
a koromrétegbe be is rajzol. Itt oldaliranyu erének is fel
kell Iépni.

¢ A forg6 Foldhoz rogzitett hossza inga lengési sikja lassan
elfordul, ami ugyanennek a hatdsnak tulajdonithato.
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Transzformdcios osszefiiggések egymdshoz képest forgo rendszerekben

A forgé rendszerben fellépd tehetetlenségi erdk meghatarozasahoz meg kell keresni a
megfeleld transzformacios képleteket. Ehhez eldzetesen néhany 1) fogalmat kell
bevezetniink.

A szogelfordulads- és szogsebesség-vektor

Eldszor a kormozgést végzd tomegpont mozgéasanak jellemzésére bevezetjiik a pont
helyvektoranak egy elemi dt ido alatt bekovetkezd elfordulasat jellemz6 elemi
szogelfordulas-vektort (az abran d¢), amelynek nagysidga a d¢ szogelfordulassal

. . dr
egyenld vagyis dp =—.
r
A d@ vektor iranyat ugy definidljuk, hogy az

merbleges a korpalya sikjara (tehat de@ Lr és dr

dp Ldr), és a az é&bran lathatd irdnyba mutat
(,,jobbkéz-szabaly™).
A fenti definici6 alapjan lathato, hogy
dr=d@xr,
hiszen dr parhuzamos a d@ xr vektorral, nagysaga pedig éppen dr =rdg.

A tomegpont palya menti sebességét az elmozduldsnak az iddétartammal valod
osztasaval kapjuk:

dt dt
A korabban skalarként bevezetett szogsebességet
altalanositva, definialjuk a szogsebesség-vektort az
w=®
dt
Osszefiiggéssel. Az igy kapott w szdgsebesség-vektor |,
parhuzamos a szogelfordulas-vektorral, tehat szintén
merdleges a korpalya sikjara, irdnya az dbran lathato.
A szdgsebesség-vektor segitségével a tomegpont palya menti sebességét a
V=wxr
Osszefiiggés adja meg. Ez a vektor valoban a korpalya érint6jének iranyaba mutat,
nagysaga pedig valoban a kormozgésnal korabban kapott v = ar értékkel egyenld.
Hasonlé meggondolassal kapjuk, hogy a centripetalis gyorsulas
a, =Wx(Wxr)=wxVv.

v—dr—d—(pxr.

Ez a vektor valoban a kor kozéppontja felé mutat, és nagysaga is azonos a
kormozgasnal a centripetalis gyorsulasra kapott értékkel

_ _ 2
ay =ov=ro.

Vektor megvaltozasa inerciarendszerbol és forgo rendszerbdl nézve.

Ahhoz, hogy a transzformacios Osszefiiggéseket megkapjuk, meg kell taldlnunk az
altalanos Osszefiiggést egy vektornak egy K inerciarendszerbdl €és egy hozzéd képest
forgd K’ rendszerbdl észlelt megvaltozasa kozott.
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A részletes szamolas eredménye az, hogy egy b vektornak a K rendszerben észlelt
megvaltozasa és az o szogsebességgel forgd K’ rendszerben tapasztalt megvaltozasa

kozott a
(db} (dbj
— | =|—]| +wxb
dt )i \dt )

Osszefliggés all fenn. Vagyis tetszéleges b vektor valtozasi sebessége a K rendszerbdl
nézve ugy kaphaté meg, hogy a K’ rendszerb6dl mért valtozédsi sebességéhez
hozzaadjuk a forgasbol szarmazo valtozasi sebességet, amit az w xb vektor ad meg.

sk sk sfe sk sk sk sk sfeoske skeoskoske sk skoskok sk sk sk ske sk ske sk skeosk ok skeoske skoskok sk sk sk sk sk sk skeoskeoskeoske ok sk skoskok sk
A fenti 6sszefliggés levezetése altalanos esetben kissé hosszadalmas, ezért itt egy egyszeriisitett esetet
mutatunk be, amikor a vizsgalt b vektor / kezdépontja a K’ rendszer O origdjaban van (4bra). A
szamitast ennek a b vektornak egy rovid Af id6 alatt bekovetkezd b(1)—>b(t+ At)

megvaltozasara végezziik el. A valtozas soran a vektor 2 végpontja a 2~ helyzetbe keriil, tehat a vektor
térbeli helyzete és hossza is modosulhat, de egyszerisitd feltevésiink miatt a vektor / végpontja helyben
marad.

A At id§ alatt a K’ rendszer A szoggel elfordul,

amit a AQ szogelfordulas-vektorral adhatunk (DW
meg. -
A K rendszerbeli megfigyeld szerint a b vektor 2
végpontjanak elmozdulasat — ami esetiinkben a Ap
vektor megvaltozasaval egyenld — az abran

berajzolt Ab x vektor adja meg.

A forgd K’ rendszerbeli  megfigyeld

szempontjabol a 2 pont, amelyhez a b vektor

megvaltozasat viszonyitani tudja, a forgas ')
kovetkeztében a 2* helyre keriilt (ez a pont a K’

rendszerhez van rdgzitve). Emiatt a forgd

rendszerbeli megfigyeld a b vektor végpontjainak elmozdulasat a AbB . vektorral adja meg. A K’
rendszer 2 pontjanak a rendszer forgasa miatt bekdvetkezd 2=>2* elmozdulésit az dbran a Ab,

vektor mutatja.

Az é4bra alapjan a b vektor 2 végpontjanak 2=>2’ elmozdulasa — vagyis esetiinkben a b vektor
megvaltozasa — a K rendszerbdl nézve kifejezhet6 a vektor K’ rendszerbeli megvaltozasaval és egy a
rendszer forgdsdbol szarmazo jarulékkal:

Ab, =4b,. +4b, ..
Most mar csak a forgasbol adodo vektort kell kifejezni a forgast jellemz6 szogsebességgel.
Ha a Af id6tartam kicsi, akkor ennek a vektornak a nagysagéra az abra alapjan felirhatjuk, hogy

Ab,, = rAp.

A At idétartamot egyre roviditve, és differencialisan kicsi mennyiségekre attérve az dsszefliggést a
4b,,, = rdg

alakba irhatjuk, masrészt azt is megallapithatjuk, hogy a Abm vektor a Af idStartam roviditésével az

t
abran a forgastengelyre merdleges sikban berajzolt segédkor érintdjébe megy at. Ennek alapjan ezt a
vektort differencialis valtozas esetén az alabbi modon irhatjuk fel:

db,, =de@xr.

Ezt az Osszefiiggést felhasznalva, a b vektor megvaltozasara felirt kifejezés differencialis alakban a
kovetkezdképpen alakul

db, =db, +dpxb.

A vektor megvaltozasanak sebességére ebbdl — a df idétartammal vald osztds utan — azt kapjuk, hogy
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2)42). (2
dt ) \dt ), \dr

Itt a vektorok megvaltozasanak sebességénél a zarojel mellett feltiintetett index mutatja, hogy a
valtozast melyik rendszerbdl vizsgaljuk.

d
Ha figyelembe vessziik, hogy 7(p = W a szogsebesség-vektor, akkor végiil azt kapjuk, hogy
t

(dbj (dbj
— | =|—| +wxb.
dt K dt I3

A specialis eset kicsit hosszadalmasabb szamolassal altalanosithatd, ha — a fenti meggondolasok
alkalmazisaval — a b vektor / végpontjanak elmozdulasat is figyelembe vessziik. Az 4ltalanos szamitas

ugyanezt az eredményt adja, tehat a fenti osszefiiggés tetszéleges b vektorra érvényes.
sk sk sfe sk sk sk sk sfeosk skeoskoske sk skoskok sk sk sk sk sk sfeosie skeosk sk skeoske skoskok sk sk sk sk sk sk skeoskeoskeoskeoske sk skoskok sk

A transzformacios osszefiiggések
A részletes szamolas eredményeként kapott

(dbj (dbj
— | =|—]| +wxb
dt ) \dt)y

Osszefiiggést felhasznalva most megkeressiik egy K inerciarendszer €s a hozza képest
forgd K’ rendszer mennyiségei kozotti dsszefiiggéseket.
A szamolas soran specialis esetet vizsgalunk: a két koordindtarendszer origodja
mindvégig egybeesik, vagyis transzlaciot nem tételeziink fel
(abra). Ebbdl kovetkezik, hogy a P pont helyvektorara
fennall, hogy

r=r

(drj (dr’j
v=|—| =|=—| .
di ) \dt )y

Alkalmazzuk a tetszleges vektor valtozasara kapott
kifejezést az r' vektorra (ez az altalanos Osszefliggésben a
b = r’ helyettesitést jelenti):

(dr'j (dr’] . ,
— = +WXr=v+wxr
dt ‘K dt X'

Itt felhasznaltuk azt, hogy az r’ vektor valtozasi sebessége a K’ rendszerbdl nézve

. (dr’j
v=|—| .
dt )

Mivel specialis esetiinkben a tomegpont K rendszerbeli v sebességére fennéll, hogy

V= [ﬂj =(a’_r) , a K- és K’ rendszerbeli sebességek kozotti Osszefiiggésre azt
dt ) dt )ix

kapjuk, hogy
V=V4wxr.
A K rendszerbeli gyorsulast a sebesség differencialasaval kapjuk meg:

(3,
dt ) \dt )y dt )y

Ismét felhasznalva a vektor valtozasara kapott altalanos kifejezést, azt kapjuk, hogy




TOTH A.:Mechanika/3 (kib&vitett oravézlat) 12

[a’v'j , [dwj , (dr'j
a= +FWXV+ — XTI'+W X 5
dt ) g dt )i dt ) g

. , [ dw , dr’ ,
a=a+twWxv+4 — X+ X +WXr|.
K K

illetve

dt

A kifejezést tovabb alakitva azt kapjuk, hogy
! ! dw ! ! ! ! ! ! dw !
a=a+wxV+H — | xr+wx[V+wxr]=a+2wx v+wx(wxr' )+ —| xr'.
dt
IS IS
Ha a forg6 rendszer szdgsebessége allando, akkor az utolsé, un. Euler'-féle gyorsulas
nulla, és az
a=a+2wxVv+wx(wxr)
Osszefiiggést kapjuk. Az utols6 tag nem mas, mint a kordbban felirt centripetalis
gyorsulas, a masodik tag neve pedig Coriolis’-gyorsulds:
a,=wx(wxr')

_ ’
a.=2wxV.

Tehetetlenségi erdk forgo rendszerben, a centrifugdlis- és a Coriolis-erd
Lattuk, hogy egy tomegpont gyorsuldsa egy K inerciarendszerben (@) és egy hozza
képest allanddé ® szogsebességgel forgd K' rendszerben (@') mas. A két mennyiség
kozotti 6sszefliggést atrendezve azt kapjuk, hogy

a'=a-2(wxv')-wx(wxr).
Ennek megfeleléen, ha a K' rendszerben a Newton-féle mozgésegyenletet hasznalni
akarjuk, akkor az

ma' = ma—m2(w xv')—mw x(Wxr)=F-m2(wxV')—mwx(wxr')

Osszefiiggés alapjan a forgd K' rendszerben be kell vezetniink az

F = —2m(w X V’)— mw x (w X r')
tehetetlenségi erdt. Ennek elso tagja az

F.=-2m(wxV’)

Coriolis-eré, amely merdleges a mozg6d tomegpont K' rendszerbeli sebességére,
masodik tagja pedig az
F,=-mwx (wxr')

C

centrifugalis erd, amely sugariranyban kifelé¢ mutat.

A centrifugalis er6t a hétkdznapi tapasztalatbol is ismerjiik (kanyarodd jarmi), de

hatasat szdmos egyszerl kisérlet és tudomanyos tapasztalat is mutatja. Néhany ilyen

kisérlet és értelmezése a forgo rendszerben a kdvetkezo:

¢ Rugora fiiggesztett, vizszintes sikban korbeforgatott golyd altal megnyujtott rugd a
centrifugalis er6t mutatja.

¢ A korbeforgatott hajlékony abroncs geoid alakjat a forgd rendszerben ugy
értelmezhetjiik, hogy a centrifugéalis eré a tengelytdl kifelé viszi az abroncs
részecskéit, egészen addig, amig a deformacidval novekvd rugalmas erdk
egyensulyt nem tartanak vele.

! Leonhard EULER (1707-1783) svajci matematikus, fizikus
? Gustave CORIOLIS (1792-1843) francia gépészmérnok, matematikus
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¢

¢

A Foldrdl nézve a centrifugalis eré az oka annak, hogy a Fold nem gémb alaku,
hanem a sarkokon kiss¢ belapult, n. geoid.

A Foldon mért g "nehézségi" gyorsulds a gravitacios- €s a centrifugalis erd
egylittes fellépésének eredménye. Mivel azonos szogsebességnél a keriileti
sebesség a sugar fiiggvénye, a centrifugalis er6 a
forgastengelyt6l mért téwolségt(')l vagyis az abrdn a w
sz0gtol fugg: F,, = = mro’ = mRw’ cosy (R a Fold sugara).

Emiatt valtozik a Foldon mért g "nehézségi" gyorsulds, ha

¢szak-déli iranyban haladunk: g = G =g, Y , ahol
m sin(8 + )
F
85 = —= :
m

A centrifugdlis erd fellépésével magyardzhat6 a centrifuga miikodése is (ha benne
iiliink). A centrifugdba tett részecskékre fellép a centrifugalis erd, amely nagy
fordulatszamnal a nehézségi erdnél sokkal nagyobb. Mivel ez — a nehézségi er6hoz
hasonldéan — a tomeggel aranyos erd, hatdsa a forgastengelyre merdleges iranyban
ugyanaz, mint a nehézségi eréé fiiggdlegesen. Ezért a nagyobb siirliségli anyagok a
tengelytdl tavolabb, a kisebb siirtiségliek a tengelyhez kozelebb gytilnek 6ssze.

A fenti Osszefiiggések segitségével a Coriolis-erére vonatkozd kisérleteink ¢és
tapasztalataink a forgo6 rendszerbdl szintén értelmezhetok.

¢

A figgodleges tengely koriil forgathatd, vizszintes kormozott lapon sugériranyban
elindulé golyd mozgasiranyanak megvaltozasat a sebességre merdleges Coriolis-
er6 okozza.

Az inga lengési sikjanak elforduldsa a
Foldon szintén az ingasuly sebességére
merdleges  Coriolis-erével  értelmezhetd.
Kiilonbozd kezdeti feltételek mellett az inga |
mozgasa eltéré (dbra), de a lengési sik
minden esetben elfordul.

Ugyanez az oka, hogy a Foldon kil6tt
lovedék eredeti irdnyatol eltér (pl. Dél-
Eszak iranyi mozgasnal az északi féltekén jobbra, a
délin balra; /. az abrat).

Hasonloan értelmezhetd, hogy a Fold felé¢ szabadon
esO test az eredeti mozgasiranyatol keletre tér el. Az
eltériilés nem nagy: 100 m-rdl eso test esetén kb. 7,5
cm.

Ugyancsak a Coriolis-eré okozza, hogy a Fo6ldon ‘

Kelet-Nyugat irdnyban mozgé testekre lefelé hato i F. kifele
erd 1ép fel (sulyuk megnd), Nyugat—Kelet iranyban mozgé testekre felfelé hat6 erd
1ép fel (stlyuk lecsokken). Ez az Edtvos-effektus. A

latszolagos tomegvaltozds nagysagrendje: [ m/s ) / /
sebességll, 70 kg-os testnél kb. 7 g. \

A Coriolis-erének szerepe van a légkori jelenségek

alakulasaban is. Egy alacsonyabb nyomasu helyre ' {\\

minden oldalr6l bedramld 1égtomegek eredetileg /7(

sugariranyban a hely felé mozognak, de a Coriolis-erd
eltériti Oket, igy 6rvénylé mozgas jon 1étre (abra).
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Az Eéotvos-kisérlet

A tehetetlen- és sulyos tomeg azonossaganak kérdése igen fontos elvi probléma. Az
elsé igazan pontos vizsgalatot ezzel kapcsolatban E6tvos Lorand' végezte el. Az
Eotvos-féle kisérlet azon alapult, hogy a Foldon a testekre hatd nehézségi erd (G) két
olyan erd ereddje, amelyek koziil az egyik a test sulyos tomegével- (tdomegvonzas: F,),
a masik pedig a test tehetetlen tomegével (centrifugalis erd: F.y) aranyos:

Fg =mg8,

Fcf = mtra)2
(itt g az m, sulyos tomeggel aranyos, tdmegvonzasbol szarmazd erd aranyossagi
tényezdje, w a Fold forgdsanak szdgsebessége, r pedig a vizsgalt — korpalyan mozgd —
pont palyajanak sugara).
A Fold adott helyén, amelyet az abran lathato y szoggel jellemezhetiink, a

centrifugalis erd ¢és a tomegvonzasbol szarmazoé erd hanyadosa
az alabbi dsszefiiggéssel adhatd meg:

sind_ Fy  mro’
sin(5 +y) F,  mgg, '

Ebbdl kovetkezik, hogy adott foldrajzi helyen a G eredd erd
iranyat meghatarozé o szog fligg a tehetetlen- €s sulyos tomeg
hanyadosatol.

Eotvos készitett egy igen érzékeny torzios mérleget, amelynek radjat Kelet-Nyugati
iranyba allitotta (abra). A rud egyik végére platina sulyt, a
masikra a lehetd legpontosabban azonos tomegli, mas
anyagu testet rogzitett.

Ha a két testre a sulyos és tehetetlen tomeg hanyadosa
nem azonos, akkor a két testre hatd eredd erd (G, és G,)
iranya eltérd, ezért ezeknek az erdknek a vizszintes
komponense is kiilonb6zd lesz. Emiatt a torzids mérlegre
egy forgatonyomaték 1ép fel, ami azt addig forgatja el,
amig a szalban ébredd — a szdgelforduldssal aranyos —
ellenkezé iranyt rugalmas forgatonyomaték ki nem
kompenzalja. Ha az elforduldst megmérjiik, akkor ki
tudjuk szamitani a forgatonyomatékot, abbol pedig meghatdrozhatjuk a stlyos és
tehetetlen tomeg hanyadosanak eltérését a két test esetén. A mérésnél természetesen a
kiinduld egyensulyi helyzetben nem ismerjiikk az elfordulds szogét, hiszen csak az
egyensulyt tudjuk megéllapitani. Ezért az egyensuly beallta utdn az eszkozt fliggdleges
tengely koriil 180°-kal el kell forditani, és ekkor az inga rudja a fellépd ellenkezd
iranyu forgatonyomaték miatt az eszkdzhoz képest elfordul. Ezt az elfordulast mar
¢szlelni tudjuk.

Eotvos ezzel a modszerrel kiilonbdzd anyagu testeket hasonlitott 0ssze az etalonként
hasznalt platina stllyal, az eszkoz elforditasakor azonban egyetlen testnél sem észlelte
az inga rudjanak elfordulasat. Vagyis azt az eredményt kapta, hogy — a mérési hiba
hatarain beliil — a kiilonb6z6 testeknél a stilyos- és tehetetlen tomeg hanyadosa azonos.
A kisérleti eszkoz egyre tokéletesebb valtozataval végrehajtott mérései alapjan E6tvos

végiil (1908-ban) azt allapitotta meg, hogy az M hanyadosok egymastol illetve az
m

N

"EOTVOS Lorand (1848-1919) magyar fizikus



TOTH A.:Mechanika/3 (kib&vitett oravézlat) 15

egységtél vald eltérése legfeliebb 5-707 lehet (tobb, mint fél évszazaddal késSbb
korszeriibb eszkozokkel, kissé eltérd modszerrel a mérés pontossagat Dicke'
megjavitotta, és megallapitotta, hogy az eltérés maximalis értéke kb. 07" lehet).

A sulyos- ¢és tehetetlen tomeg azonossaga az altalanos relativitaselmélet egyik
alapvetd feltételezése.

" Robert Henry DICKE (1916-1997) amerikai fizikus



