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Folyadékok és gazok aramlasa

Nyugvo folyadékok €és gdzok esetén megtehettiik azt, hogy a kétféle kozeget a targyalas soran
nem kiilonbdztettiik meg egymastol. Ez az egyszerlisités az dramlésok leirdsdnal nem mindig
engedhetd meg. Ennek oka az, hogy a folyadékok ¢és gdzok kompresszibilitasa és stiriisége
jelentésen eltéer egymastol, és a gazok esetén ezek a jellemzdk erésen fiiggnek a
homerséklettol. Ezek az eltérések azt eredményezik, hogy bizonyos koriilmények kozott (pl.
nagy sebességli aramlasnal) a kétféle anyag eltérden viselkedik.

Tovébbi eltérés a nyugvd kozegekhez képest az, hogy aramld kozegben altalaban a belso
surlodast is figyelembe kell venni, hiszen az d&ramldsban egymashoz képest mozgd
folyadékrészek is eléfordulhatnak. Aramloé kozegben valamilyen mértékii belsé strlodas
mindig van, a valdsdgos kozegek mindig surlodasosak, legfeljebb bizonyos esetekben a
vizsgalt probléma szempontjabdl a belsé sturldodas elhanyagolhat6, vagyis a folyadék vagy géaz
surlodasmentesnek tekinthetd.

Az dramlasok elméleti leirdsanal kétféle eljarast alkalmaznak. Az egyik lehetséges eljaras az,
hogy a kozeget elemi részecskékre osztva az egyes részecskék mozgasat vizsgaljuk, és
megadjuk ezeknek a részecskéknek a palyajat. A masik eljards az, hogy a kozeg pontjainak
sebességét vizsgaljuk, és megadjuk a sebességvektornak a helytdl és id6tdl valo fliggését. Ez
utobbi modszer az egyszeriibb, és a gyakorlatban is leginkdbb ezt hasznaljak.

A mechanikénak az aramlasokkal foglalkozo6 agat a folyadékok esetében hidrodinamikanak- a
gazok esetében aerodinamikanak nevezik. A folyadékok €s gazok aramlasat csak abban az
esetben lehet egylitt targyalni, ha az aramlds sebessége nem tul nagy, és a homérséklet
allandonak tekinthetd. Ennek ellenére eléfordul, hogy az elnevezésben nem tesznek
kiilonbséget a két eset kozott, és a teljes teriiletre a hidrodinamika elnevezést hasznaljak.

A tovabbiakban, az egyszeriibb és leginkabb elterjedt modszert kdvetve, az dramlasokat mi is
a sebességek megadasaval jellemezziik, de csak a legegyszeriibb esetekkel foglalkozunk.
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Az aramlas altalanos jellemzése

Az édramld kozegek viselkedésének leirdsdhoz sziikséglink van olyan mennyiségekre,
amelyekkel jellemezni tudjuk az aramlasokat. Most ezekkel foglalkozunk.

Sebességtér, aramvonalak

A folyadék mozgasanak leirdsdhoz az dramlasi tér tetszéleges r(x,y,z) pontjaban,

tetszOleges ¢ idOpillanatban ismerniink kell a v sebességvektort, vagyis a
V=Vv(r,t)=v(x,y,z,t)

figgvényt. Ez a fliggvény a tér minden pontjahoz hozzarendel egy vektort, vagyis egy

vektorteret definial. Ennek megfeleléen, az ilyen moddon jellemzett &ramlasi teret

sebessegtérnek is nevezik.

A sebességtér szemléletesen ugy jelenitheté meg, hogy adott iddpillanatban az dramlasi tér

minél tébb pontjdba berajzoljuk a sebességvektorokat. igy egy sebességvektor-térképet

kapunk, amely az egyes pontokban megmutatja a sebességvektor nagysagat és iranyat (a)

abra).
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Ennél attekinthetobb és hasznosabb abrazolast kapunk, ha a berajzolt sebességvektorokhoz
un. simulogorbéket szerkesztiink, amelyeknek a sebességvektorok az érintdi (b) abra). Az igy
kapott gorbék az aramvonalak.

Az aramvonalkép egy adott iddpillanatban jol jellemzi az aramlasi térben a sebességek
iranyvaltozasait, ha azonban a sebességek iddben is valtoznak, az dramvonalkép pillanatrol-
pillanatra valtozik. Az aramvonalak tehat olyan aramlasoknal hasznosak, amelyeknél a
sebesség csak a helytdl fiigg, adott helyen id6ben nem valtozik. Ilyen, idében allandd
aramlasban az aramvonal egyben a folyadékrészecskék palyajat is mutatja.

Az aramvonalak szerkezetének kimutatasara tobbféle modszert is kidolgoztak, amelyek
kiilonboz6 aramlasi viszonyok kozott alkalmazhatok. Latvanyos aramvonalképek készitésére
alkalmas a Pohl'-féle aramvonal-késziilék.

! Robert Wichard POHL (1884-1976) német fizikus
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KISERLET:

Két viztartdly egyikébe szinezett-, a masikba pedig szintelen
vizet toltlink, majd a tartdlyokbol a szintelen vizet két
egymashoz kozel, fliggélegesen -elhelyezett iiveglap kozé
folyatjuk. A lassan lefelé dramlo vizrétegbe vékony csdvekbdl
allo csésoron at szines vizet engediink ki (dbra). Igy egy szines
¢s szintelen vizfonalakbdl all6 aramlas jon létre. Ha az aramlas
elég lasst, akkor a kiilonb6zd szinii vizfonalak egymas mellett
mozognak, egymassal nem keverednek, és az aramvonalaknak
megfelel6 alakot vesznek fel.

\
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Ilyen aramvonal-késziilékkel készitett képeket
mutat a mellékelt abra, amelyen az aramlas
utjaba helyezett hosszikas- illetve kor alaka
akadaly kortl kialakult &ramvonalkép lathato.
Ez a kisérlet tulajdonképpen az abra sikjara
merdlegesen elhelyezett, hosszu siklap- illetve
henger hatasat modellezi. A kapott 4bra a
siklap illetve henger koriil kialakult aramlas
sikmetszetének tekinthetd.

Az dramlés leirdsahoz hasznos az daramcsé fogalméanak bevezetése. Az dramcsd az aramlasi
térben felvett kis zart gorbén (az dbran L) dthaladé aramvonalak altal alkotott cs6. A kozegnek
az aramcsében daramld részét dramfonalnak nevezik. Az
aramcsében a kozeg ugy aramlik, hogy az 4aramlasi
sebességnek nincs az 4ramcsd ,falara” merdleges
komponense, a kozeg az aramcs6bol nem 1ép ki.
Ez a helyzet egy merev fali csé esetében is, és bizonyos
esetekben egy cs6ben aramld kozeg mozgasa aramcsOben
torténd aramlasnak tekinthet6. Ez szamunkra azért fontos,
mert a tovabbiakban elsdsorban olyan eseteket vizsgalunk,
amikor a kézeg csében aramlik.
A folyadékok és gazok aramlasanak leirasahoz, a sebességek megadasa mellett, a kozeg
kiilénboz6 pontjaiban fennallo p nyomas és p siirliség ismerete is hozzatartozik. Altaliban
ezek a mennyiségek is valtozhatnak idében, vagyis a

p=p(x,y,z,t) & p=p(x,y,z,t)
fiiggvényeket kell meghatarozni.

Az aramlés elméleti leirasa tehat azt jelenti, hogy a kozegre hatd erdk és a kdzeget hatarolo
falak vagy csovek (vagyis a hatarfeltételek) ismeretében meghatarozzuk a
V=V(x,y,z,1) p=p(x,y,z,t) p=p(x,y,z,t)

fliggvényeket. Ehhez az aramlo kozegre mozgasegyenleteket kell felirni, fel kell hasznélni a
tomegmegmaradast kifejez6 kontinuitési tételt és a kozeg allapotegyenletét, amely a nyomas
és a slrliség kozotti Osszefiiggést adja meg. Egy ilyen feladat megolddsa altalaban nem
konnyti, ezzel a mechanika specialis fejezetei (pl. aramlastan) foglalkoznak. Itt elsésorban a
legegyszeriibb ~ aramlasokkal  foglalkozunk, amelyek  kisérletileg is  konnyen
tanulmanyozhatok, és amelyeknek elméleti leirasahoz nincs sziikség a mozgasegyenletek
megoldésara.
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Tomegaram-erdsség, tomegaram-siuriiség

Az el6z6 pontban targyalt mennyiségekkel az aramlas teljes mértékben jellemezhetd, de az
aramléssal kapcsolatban gyakran felmeriil az a gyakorlati kérdés, hogy egy kivalasztott
feliileten (pl. egy csé keresztmetszetén) adott 1d6 alatt mennyi folyadék vagy gaz aramlik at,
vagyis milyen az aramlas ,.er6ssége”. Annak érdekében, hogy erre a kérdésre valaszolni
tudjunk, célszerli bevezetni az aramlds iranyara merdleges feliileten egy iranyban atfolyt
tomeg (Am) és az atfolyasi id6 (Af) hanyadosat:
T — A_m
A
Az igy definialt 7% mennyiség a At idétartamra vonatkozo atlagos tomegdram-erdésség (SI

egyseége / —g). Ha az aramerdsséget ismerjiik, akkor tetszéleges At 1d6 alatt atdramlott tomeg
s

kiszamithaté: Am =12 At .
Ha az aramlés erdssége iddben valtozik, akkor célszerli az aramerdsséget egy adott

iddpillanatban megadni, vagyis érdemes bevezetni a pillanatnyi tomegaram-erdsséget, amit az

I, = lim A _dm

Osszefliggéssel adhatunk meg.

Az aramerOsség a keresztmetszetre vonatkozd atlagos mennyiség, hiszen a keresztmetszet
kiilonboz6 részein kiilonbozo lehet a tomegaramlas iiteme. A keresztmetszeten beliili lokalis
tomegaramléds jellemzésére vezették be a tomegaram-siiriiséget, amelynek nagysagat
kozelitleg egy az 4ramlas irdnyara merdleges, nagyon kis 44, nagysagu feliiletelemen

atfolyo kis Al aram és a feliilet hanyadosa adja meg:

Ennek szamértéke az egységnyi feliileten egységnyi id6 alatt athaladt tomeggel egyenld (S7

egysége Ik—gzz).
s-m

A feliilet egy pontjaban a tdmegaram-siiriiség pontos értékét a mar ismert moédon kapjuk:

’ m dlm
J,, = lim —
-0 A4 N dA N
Az dramslirliség segitségével az elemi dA4, feliileten atfoly6 tomegaram a

alakba irhato.
Ha a feliilet nem merdleges az aramlds iranyara, akkor ki kell
szamitani a feliilet
dA, =dAcosa
merdleges vetiiletét (dbra).
Ezzel a feliiletelemen 4tfolyd elemi tdémegaram
dl, =j, dAcosa.

Ha bevezetjiik az dram iranyaba mutaté u, egységvektort, akkor az
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aramstiriséget vektor alakba irhatjuk j, =, u,, igy az aramslrliség az aram iranyat is
megadja. Ha még bevezetjiik a feliiletelemre merdleges u, egységvektort is, akkor az elemi
tomegaram a
dl, =j,u,dAdu, =j dAu,
alakba irhato. Vezessiik be a feliilet nagysaganak és allasanak jellemzésére a dA =dAu,
feliiletvektort, amivel az elemi feliileten atfoly6 elemi tdmegaram:
dar, =j,dA.
Egy véges A feliileten atfoly6 teljes 7/, aramot ennek alapjan ugy kaphatjuk meg, hogy a

feliiletet olyan kis részekre osztjuk (4dbra), amelyek mar siknak — 4a
tekinthetok (van egyértelmii feliiletvektoruk), és amelyeken beliil !
az aramsirliség mar nem valtozik lényegesen. Az A feliileten
atfoly6 aramot kozelitdleg az egyes feliiletelemeken atfolyd elemi
aramok

jm1

Jmi
]m szmiAAi AA

Osszege adja. Az aram pontos értékét a fenti 0sszeg hatarértéke
adja, ha a felosztast finomitjuk, és ezzel a feliiletelemek nagysagat
nulldhoz kozelitjiik:

]m :A{;iniolZJmiAA[ °
Ennek a hatarértéknek a jelolésére a matematikaban az
Iﬂ‘l = I jﬂl dA
A

szimbolumot hasznaljak, és a j, vektor 4 feliiletre vonatkozo feliileti integraljanak nevezik.

A feliileti integralt kés6bb matematikaban bovebben targyaljak, szamunkra ez a szimbdlum
most csak egy nagyon finom felosztdson torténd dsszegzést jelent.

skoskoskoskoskoskosksksk sk skskeoskoskoskosk sksksk sk skoskoskosk skoskosk skskosk
Mindaz, amit az aramerdsségrol, aramsiriiségrél eddig elmondtunk, mindenféle aramlas esetén érvényes, csak az
aramlé mennyiséget kell megvaltoztatni. Igy pl. a toltésaramlasra, vagyis az elektromos aramra vonatkozo
Osszefiiggések gy kaphatok meg, hogy az m tomeg helyett mindeniitt a Q elektromos toltést irjuk be az

Osszefiiggésekbe.
sfestesie s skeske skeskoske sk sfeskesiesheskoske skesksksk siesfeskeoske skeskeske sieske sk

Egy folyadék vagy géz 4ramlédsa esetén az aramlas jellemzésére az

aramerdsség ¢€s aramsilriség helyett legtobbszor a kozeg sebességét e

hasznaljak. Ezért célszerli a fenti Osszefiiggéseket a sebességgel is ‘

kifejezni. Ehhez vizsgéljuk meg, hogy az abran lathat6 feliileten A¢ $ LN

1d6 alatt mennyi Am tomeg aramlik at, ha ismerjiik a kdzeg p = Am Ll \ !
AV AV AA

slirliségét és az aramlas-, vagyis a kozegben kivalasztott pontszerii

tomegelem v sebességét. A A4 feliileten Ar 1d6 alatt azok a tdmegelemek jutnak at, amelyek
a feliilettdl nincsenek messzebb, mint vAf , vagyis amelyek benne vannak az adbran bejelolt
AV térfogatban. Eszerint az atmend tomeg Am = pAV = pvAA At ,

igy az elemi feliileten atmend elemi tdmegaram-erdsség
Am
Al =——=pvad ,
At
a tdmegaram-siiriség nagysaga pedig
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Al
Jm = U =pv.
Mivel az aramstriiség vektor az aramlasi sebesség iranydba mutat, az Osszefliggés vektori

alakban is érvényes:

jm = p\l *
Ezzel egy nagyobb A feliileten atfoly6 tdmegaram
1, =[i,dA=[pvdA.
A A

Ha a sirliség a felillet mentén mindeniitt azonos, akkor az Osszegzésbdl a p slirliség
kiemelhetd, és ekkor a tomegaramra azt kapjuk, hogy

I, :pJ.VdA.
A

Az aramlasok fajtai

Az hogy egy kozegben milyen aramlés jon létre, a koriilményektol (erdk, hatarfeltételek) és a
kozeg tulajdonsagaitol fligg. A targyalds egyszerlsitése érdekében célszerli az aramlasokat
bizonyos — az aramlés leirasa szempontjabol fontos — szempontok szerint csoportositani.

1.) Az egyik ilyen szempont, hogy a kdzeg slrlisége az dramlds soran valtozik vagy nem,
vagyis hogy a kozeg oOsszenyomhato vagy osszenyomhatatlannak tekinthetd.
Osszenyomhatd kdzeg esetén a siiriség a nyomdas ismeretében az allapotegyenletbdl
hatarozhaté meg. Igy példaul allandé hémérsékletii gazban erre a célra a p~ p Boyle—

Mariotte-torvény hasznalhatd. Vannak azonban olyan aramlasok is, amelyeknél a kozeg
stirisége az aramlas soran gyakorlatilag nem valtozik, a kdzeg Osszenyomhatatlannak
tekinthetd, ilyenkor p =dllando. Az, hogy egy kozeg O0sszenyomhatatlannak tekinthetd

vagy nem, fligg az dramld kozegtdl €s az aramlas sebességétdl. Az 0sszenyomhatatlansag
feltételét kiilondsen gondosan meg kell vizsgélni gazok aramlésa esetén, hiszen a gazok
kompresszibilitdsa nagy. A gazok nem tal nagy nyomasok és nem tul nagy aramlési
sebességek esetén Osszenyomhatatlannak tekintheték (atmoszférikus nyomdson durvéan
néhanyszor 10 m/s sebességig). Nyilvanvalé, hogy az 0&sszenyomhatatlan kozeg
aramldsanak leirdsa egyszeriibb.

2.) Az aramlas leirasa szempontjabol az is fontos, hogy a kozegben a belsd surlodas
szamottevd vagy elhanyagolhatd, vagyis hogy az éramlads surloddsos vagy
surlodasmentesnek tekinthetd. A surlodasmentes kozegeket idealis kozegeknek is nevezik.
A surlodasos aramlasok két nagy csoportra oszthatok.

— Az egyik esetben az dramlasban az &ramvonalak egymas mellett helyezkednek el, és

nem metszik egymast, a  kozeg
parhuzamosan haladé rétegekbdl all. Az
ilyen aramlést laminaris vagy réteges /}
aramlasnak nevezik (baloldali 4bra).
Laminaris dramlas akkor jon létre, ha a /
belsd surlodas elég nagy ahhoz, hogy a
szabalyos aramlést kiils6 hatasok ne
tudjédk megzavarni.

— A masik esetben (jobboldali abra) az
aramvonalak és az eredetileg
parhuzamosan halad6 rétegek
Osszekeverednek, és Un. turbulens dramlés jon létre.
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A surlodasmentes aramlasokat szintén két nagy csoportra szokéas felosztani.

— A kozeg részecskéi az aramlas soran altaldban halado- és forgd mozgést is
végeznek, ilyenkor az é4ramvonalképben rendszerint Orvény jellegli alakzatok
jelennek meg, ez az un. érvényes aramlas.

— Vannak olyan aramldsok amelyekben a kozeg részecskéi csak haladdé mozgast
végeznek, ilyenkor az aramlast orvémymentesnek nevezik (az aramvonalképben
ekkor nincsenek orvényalakzatok).

3.) A leirdas szempontjabol szintén fontos kérdés, hogy az aramlasi tér pontjaiban a
sebességek idOben valtoznak vagy minden helyen idében allandoak. Ha a sebesség nem
csak a helytdl fiigg, hanem adott helyen id6ben is valtozik, akkor az 4ramlés idoben
valtozo, mas széval instacionarius. Ha a sebesség és vele egylitt a nyomads ¢€s a sliriiség az
aramlési tér minden pontjaban idoben allando, csak a helytdl fiigg

V=V(x,y,z) p=p(x.,y,z) p=p(x,y,z),
akkor az aramlast idoben dllandonak, mas szoval staciondriusnak nevezik. A stacionarius
aramlasok targyalasa joval egyszeriibb, mint az idében valtozokeé.
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Az idében allandé (staciondrius) aramlas alaptérvényei

Az 4ramlasok koziil legegyszeriibben az idében allandd dramlésok targyalhatok, ezért eldszor
ilyen aramlésokkal foglalkozunk. Mivel a mozgasegyenletek még ebben az esetben is
bonyolultak, ezek megkeriilésével kell megkisérelniink, hogy az aramlésra vonatkozé
alapvetd 0sszefiiggésekhez jussunk el.

A pontrendszerek targyaldsanal lattuk, hogy a mozgasegyenletek megoldasanak faradsagos
munkajat bizonyos esetekben el lehet keriilni, ha felhasznaljuk a pontrendszerekre érvényes
megmaradasi torvényeket. Ez az eljards az dramlasok esetén is alkalmazhatd. Itt az dramlo
kozeg két jellemzd mennyiségét a tomeget és az energiat vizsgaljuk meg, mert az ezekre
vonatkoz6 megmaradasi torvényekbdl az aramldsokra vonatkoz6 fontos torvényeket
kaphatunk.

A kontinuitasi egyenlet

El6szor vizsgaljuk meg az aramlasi viszonyokat egy dramlasi csében. Valasszuk ki az
aramlasi csének az 4, és A, keresztmetszetekkel hatarolt szakaszat (dbra), és vizsgaljuk meg
az aramlési csOnek ebbe a térfogatiba iddegység
alatt bemend- és kimen6 tomeget. Mivel az aramlasi
csO falan keresztlil nincs aramlas, és ismereteink
szerint tdmeg nem tinhet el és nem keletkezhet, a
kivélasztott térfogatban a tdmeg csak azért valtozhat,
mert az A, keresztmetszeten a kozeg bedramlik a

térfogatba, ¢és az A, keresztmetszeten pedig

kiaramlik a térfogatbol. Ha az dramlés id6ben allandod, akkor a kiszemelt térfogatban az anyag
nem halmozodhat fel, hiszen ez a siirliség idobeli valtozasat eredményezné, ami ellentmond

crer

keresztmetszeten adott id6 alatt bemend tomegnek meg kell egyezni a masikon ugyanennyi
1d¢6 alatt kimend tomeggel.
Ez érvényes az id6egység alatt be- €s kimend tomegekre, vagyis a tomegaramokra is. Ha
tehat az / keresztmetszeten befolyd tomegaramot [, ,-vel-, a 2 keresztmetszeten kifolyd
tomegaramot /, ,-vel jeloljiik, akkor a tomegmegmaradas torvényét az

I ml = 1 m2
Osszefiiggéssel adhatjuk meg.

Az Osszefliggés ebben az alakjaban tul altalanos. Fejezziik ki az aramokat az aramlasi
sebességekkel a korabban megismert

1, = [ pvdA
A

Osszefiiggés segitségével. Ha a feliiletvektort mindkét keresztmetszetnél az aramlas irdnyaban
vessziik fel, akkor az A4, keresztmetszeten a csdszakaszba befelé folyd aram nagysaga

1,,=[vaA=[pvda,
A4, A,
az A, keresztmetszeten kifelé foly6 d&ram nagysaga pedig
I,,=[pvdA= [ pvda.
AZ AZ
Itt felhasznaltuk, hogy a feliiletvektorok parhuzamosak a sebességekkel.
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Ennek alapjan a témeg megmaradasat kifejez6 egyenlet az

alakot olti.
Ha az aramcs0 eléggé vékony, akkor feltételezhetd, hogy a slirliség és a sebesség az d&ramcso
egy keresztmetszetének minden pontjan azonos. Ilyenkor az integralbdl (8sszegzésbdl) a pv

mennyiség mindkét keresztmetszetnél kiemelhetd, azaz

J-Iolv]dA :p1"1J-dA =pv, 4, és Jpzvsz :pz"zJ-dA =PV, 4,.

AI AI AJ AZ
fgy azt kapjuk, hogy egy vékony dramcsd tetszleges két keresztmetszetére fennall, hogy

PV =p,yv,4;,
vagyis a vékony aramlasi cs6 mentén
pvA =allando .

Ezt az 0sszefiiggést, amely a tdmegmegmaradas torvényét és az aramlas folytonossagat fejezi
ki, kontinuitdsi egyenletnek nevezik.

Ha a kozeg 6sszenyomhatatlannak tekinthetd, akkor p, = p,, tehat
v,4,=v,4,.
. 1 Idm dV , ., v s . o
Mivel vA=—1, K =———=—=1, a térfogati dram erdssége (szamérték szerint a vizsgalt
Yo, p dt dt

felilleten idéegység alatt athaladt folyadék- vagy gaztérfogat), Osszenyomhatatlan kozeg
esetén nem csak a tomegaramok-, hanem a térfogati aramok is megegyeznek a két
keresztmetszetnél.

A kontinuitasi egyenlet gyakorlati szempontbdl is fontos Osszefiiggés, mert nagyon sok
esetben merev falt csévekben torténd aramlasoknal is hasznalhato'.

A kontinuitasi egyenletbdl példaul kovetkezik, hogy egy valtozd keresztmetszetli csében
aramld Osszenyomhatatlan folyadék vagy gaz esetén a csé két keresztmetszetére érvényes,

hogy

ha tehat 4, <4,, akkor v, >v,, vagyis a kozeg a kisebb atmérdjii szakaszokon felgyorsul.

Ezt a szamos tapasztalat altal igazolt jelenséget kvalitativ modon gy lehet értelmezni, hogy a
kozegnek a kisebb atmérdjii helyen gyorsabban kell haladnia, hogy adott id6 alatt ugyanannyi
tdmeg menjen at itt, mint a nagyobb atmérdjli helyen.
Ha egy valtozo keresztmetszetii csOben torténd
aramlast modelleziink a kordbban megismert
aramvonal-késziilékkel, akkor kideriil, hogy a
keskenyebb, nagyobb sebességli helyeken az
aramvonalak Osszesliriisodnek (dbra). Ennek az az
oka, hogy az dramvonalak folytonos vonalak, amelyek nem szakadhatnak meg. Ez azt jelenti,
hogy az aramvonalak nem csak a sebess€¢g iranyardl, hanem a sebesség nagysagarol is
tajékoztatast adnak: nagyobb dramvonal-siirliség nagyobb sebességet jelent.

! Surlodasos aramlasnal a cs6 keresztmetszete mentén a sebesség valtozik, ilyenkor az dsszefiiggésbe az atlagos
sebességet kell beirni.
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Bernoulli'-egyenlet

Most vizsgaljuk meg a masik megmaradd mennyiséget, az energiat, egy nehézségi erétérben
aramlo kozeg esetén. Feltételezziik, hogy a kozeg osszenyomhatatlan, az aramlés idében
dllando és surloddasmentes.

Ismét valasszuk ki egy aramcsonek az 4, és A, keresztmetszettel lezart részét (abra), és

szamitsuk ki, hogy mennyivel valtozik meg a kivalasztott térfogatban 1évo kozeg energiaja, ha
a térfogat elmozdul. Az elmozdulds sordn a
térfogatelem ab keresztmetszete az a’b’ helyzetbe-, cd
keresztmetszete pedig a ¢’d’ helyzetbe keriil. Mivel az
aramlés idében allandd, az elmozdulas soran a térfogat
a’b’ és cd kozotti része valtozatlan marad, tehat az
energiavaltozas szamitdsdnal nem kell figyelembe
venni. Az energiavaltozds szempontjabol a folyamat
ugy foghat6 fel, hogy az ab-a’b’ térfogatelem az [
helyzetb6l az ugyanakkora térfogata cd-c’d’
térfogatelem helyére, a 2 helyzetbe keriil. Mivel a
kozeg Osszenyomhatatlan, az [ ¢és 2 térfogatelem ---------------mmomooopmaoog

térfogata megegyezik, tehat dV = A,ds, = A4,ds, . vizszintes alapszint

Erre a térfogatelemre az /=2 elmozdulds kozben hat a nehézségi erd ¢és a
keresztmetszeteken fellépd nyomdsokbdl szarmazé feliileti erdk (a kozeget ideédlisnak
tekintjiik, tehat belsd surlodasbol szarmazé erdkkel nem szamolunk). A térfogatelem
sebessége ekozben v, -rél v,-re valtozik.

A helyzeti- és mozgasi energia Osszegének megvaltozasa a kivélasztott térfogatra hatd erdk
munkdjaval egyenld, eldszor tehat ki kell szamitanunk az egyes er6k munkajat.
Az A, feliiletre hat6 eré F, = p,A,, ennek munkdja a As, elmozdulas soran
AW, =F,4s, =p,A,4s, =p, AV .
Az A, feliiletre haté er6 munkdja hasonloan kaphato:
AW, ==F,As, ==p,A, 45, =—p, AV .

Az 6sszes munka
AW =AW, + AW , = p, AV —p, AV .
A helyzeti energia megvaltozasa, mikozben a térfogatelem sulypontja s, magassagbol 4,
magassagba emelkedik
AE, =pAVg (hy, —h,) .
Ha az éaramcsé eléggé vékony, akkor a sebesség egy keresztmetszet minden pontjan
azonosnak tekinthetd, igy a mozgasi energia megvaltozasa

A, =L pav 2 v ).
A teljes energiavaltozas
AE = AE, + AE, = pgAV (h, ~hy) +5 paAV b7 =v})
A munkavégzés €s az energiavaltozas kozott fennallo
AW = AE
Osszefiiggésbol az kovetkezik, hogy

! Daniel BERNOULLI (1700-1782) svajci matematikus és fizikus
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1
P, =P, =pg(h,—h) +;p(v§ _VJZ)-

Az egyenlet atrendezésével azt kapjuk, hogy egy vékony éaramldsi csé tetszdleges két
keresztmetszetére érvényes, hogy

1 1
P+ Vit pghy = pyt S it pgh;
Ez azt jelenti, hogy vékony dramlési csé mentén
p +§pv ° + pgh = dallando .

Ez a Bernoulli-egyenlet, ami osszenyomhatatlan kozeg surlodasmentes, idoben dllando
aramlésara érvényes. Mivel feltételeztik, hogy a kozeg jellemzdi azonosak egy
keresztmetszet minden pontjan, az egyenlet szigorian véve végteleniil vékony aramcso-,
vagyis egy aramvonal mentén érvényes.
A Bernoulli-egyenlet — nem til nagy aramlasi sebességeknél — merev falu csében torténd
aramlasnal is alkalmazhato, és a

v, 4, =v,4,
kontinuitasi torvénnyel egyiitt alkalmas a sebesség €s a nyomas kiszamitdsara ismert
geometriaju cso tetszoleges helyén, ha a sebességet és a nyomast ismerjiik egy helyen.

A kozegben fennalld p nyomas és a v aramlasi sebesség kozotti kapcesolat kiilondsen jol
latszik, ha vizszintes csében torténd aramlast vizsgalunk. Ekkor ugyanis 4, = h,, tehat az
egyenlet a
pratpvi=p,+lpv:
YA p; 5 PV,
alakban érvényes. Az Osszefiiggésbdl latszik, hogy ha v, >v,, akkor p, <p,, vagyis a

nagyobb sebességli helyeken a kozegben kisebb a nyomas. Ezt egyszeri kisérlettel
igazolhatjuk.

KISERLET:

Egy valtozd keresztmetszetli, vizszintes csdben folyadékot
aramoltatunk. A csé  kiilonbozd helyeihez fliggdleges
csoveket csatlakoztatunk, amelyekben a folyadékszint
magassaga (hidrosztatikai nyomdsa) méri a folyadékban
uralkodd6 nyomast. A  nyomas a  keskenyebb v, V,>V, v,
csOszakaszokon kisebb, mint a szélesebb részeken.

A jelenség a kontinuitasi egyenlet és a Bernoulli-egyenlet segitségével magyarazhato. A
kontinuitasi egyenlet szerint a keskenyebb csdszakaszon nagyobb a sebesség (v, >v,), a

Bernoulli-egyenlet szerint pedig a nagyobb sebességii helyeken kisebb a nyomas (p, < p, ).

Az a tény, hogy az aramlas nagyobb sebességli részein a kornyezethez képest lecsokken a
nyomads, szamos gyakorlati szempontbdl is fontos jelenség

kivalté oka lehet (pl. sz¢l altal letépett tetd, egymas mellett — A v \A, Y, /

haladé jarmiivek kozott fellépd vonzo hatas, vizlégszivattya — - 7 77 P,
miikodése). P

A sebesség ¢s nyomas kozotti kapesolat felhasznalhato arra,

hogy az aramlési sebesség mérését nyomasmérésre vezessiik p,-p,=pgAh TAh
vissza. Az egyik ilyen eszkdz (Venturi-csd) vazlata az abran I
lathato. A specialisan kialakitott csovet az aramléds utjaba
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helyezik és megmérik a csd két kiillonboz6é keresztmetszetli részében kialakult p, —p,
nyomaskiilonbséget. Ebbdl a keresztmetszetek ismeterében, a kontinuitdsi- és Bernoulli-
egyenlet segitségével a v, aramlasi sebesség megkaphato.

A nagy sebességli helyeken bekovetkezd nyomascsokkenés egyszerli kisérletekkel
demonstralhato, amelyek néha eléggé meglepd eredményeket produkalnak.

KISERLETEK:

Egy tolcsér szélesebb vége elé tett gyertya langja nem az aramlas irdnyaba-, hanem a tolcsér
felé hajlik.

A tolcsér szélesebb végébe tett pingpong labdat a masik végébe erdsen belefijva nem tudjuk
kifajni a t6lcsérbol.

A magyarazat az, hogy a tolcsér falanal aramlé levegdben kisebb a nyomas, mint a kérnyezd
levegdOben, igy a kornyezé levego a langot is €s a pingpong labdat is a tolcsér felé nyomja.

Hasonl6 eredményre jutunk az alabbi kisérletnél is, de az aramlasi viszonyok itt
attekinthetdbbek.

KIiSERLET:

Két konnyl sik lapot vizszintes tengelyekre fliggesztiink fel,
amelyek koriil szabadon lenghetnek. A lapokat egymdshoz
kozel helyezziik el, és a lapok kozé feliilr6l erésen beftjunk.
Ekkor a lapok — a varakozassal ellentétben — nem tavolodnak
egymastol, hanem egymas felé lendiilnek (dbra).

légaram

Ennél is meglepdbb az a kisérlet, amit aecrodinamikai paradoxonként tartanak szamon.

KISERLET: legaram
Az abran lathato eszkoz felso része egy fiiggdleges cso és egy vele
egybeépitett, kozépen lyukas korong. Az also rész a fels6 koronggal
azonos méretli, vele parhuzamos, de hozza nem rogzitett korong
(nem lyukas), amely vékony vezetd rudakon fliggéleges iranyban
szabadon elmozdulhat. Ha a cs6be erdsen belefijunk, akkor a levegd
a csovon at a két korong kozotti térbe jut és a korongok kozott
aramlik ki. A befujaskor az als6 korong gyorsan elmozdul felfele, és
szinte hozzatapad a fels6 koronghoz. Ha a fijast abbahagyjuk, az
also korong leesik az eredeti helyzetébe.

P kiils6

A két utdbbi kisérlet eredményének magyarazata is az, hogy a légaramlas helyén a nyomas
lecsokken, és a mozgathat6 lapokat a kornyez6 levegd nagyobb nyomadsa a kisebb nyomdasu
hely, tehat a 1égaramlat helye felé nyomja.



