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Leirasa: A spintronika egy Gj tudomanyos paradigma, ami nem
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hagyomanyos, az elektron momentuman alapuld
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témakoreiben. A nemrégiben felfedezett grafén idealisnak
tinik spintronika szdmara, azonban mind a kisérleti
szituacid, mind az elméleti leiras igen vitatott a nemzetkozi
tudomany szintjén, amely diszkussziéban mi is aktivan részt
veszlink. A jelentkez6 feladatai: az alkali atommal dopolt
grafit anyagok ESR vizsgalata és a kapott eredmények
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1. fejezet

Bevezetés és motivacio

Az informatika rohamos fejlédése elérevetiti, hogy a kévetkezs 10-15 évben a hagyomaéanyos
elektronikai architektirara, miikodési elvre épiil§ eszkozok elérik teljesitGképességiik fizikai
hatarait, tovibb nem névelhet§ a sebességiik és a tarolokapacitasuk. Ennek egyik oka,
hogy a mai hagyomanyos elektronikai architekturak az elektronok momentumén keresztiil
torténd informéciotovabbitasra épiilnek. Ahogy ez a hagyomanyos technolégia fejlgdik,
ugy csokkennek az aramkori elemek méretei és miikodésiik idéskalaja is rovidiil. Ez azt
eredményezi, hogy egy bit informacié kozléséhez egyre kevesebb elektron momentumét
hasznaljuk fel. Egy bizonyos hatéar alatt viszont el kezd szamitani az elektronok egyenkénti
momentumszorasa, ami csokkenti az adtadott informéacié meghizhatosagat és nem engedi,
hogy az aramkori elemek egy adott mérethatar ala keriiljenek.

Ennek a jovobeli feloldasat jelentheti a spintronika [1], melynek lényege, hogy infor-
macidhordozasra nem az elektronok momentumat, hanem annak feles spinjét hasznaljuk
fel. Ez intenziven kutatott teriilet [2], mely azért lehet igéretes mert sok anyagban a spin-
relaxacios id6 nagysagrendekkel hosszabb, mint a momentum-relaxécios idg, igy kevesebb
elektronnal tovabbithatunk egy bit informéciét hasonld biztonsaggal, mint a hagyomanyos
architektiran.

A spintronikdnak logikai aramkorok épitéséhez valo felhasznalasanak lehetséges modja,
hogy a spineket nem mégneses, hanem elektromos térrel probaljuk manipulalni. Ennek egy
lehetséges modja az un. Datta-Das tranzisztor hasznalata [3|, ami spineket a spin-pélya
kolesonhatés segitségével manipulalja. Ez azért fontos mert miniattir eszkozokben lokélis
nagy elektromos teret konnyebben tudunk kelteni, mint lokalis nagy mégneses teret.

Spin-polarizalt aramot mégnesezett kontaktusokkal érhetiink el [4,5], a spinek olvasasat

pedig az 6rias magneses ellenallas jelensége alapjan (GMR) tehetjiik meg [6,/7], aminek a
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felfedezését 2007-ben Nobel-dijjal is jutalmaztak.

Manapsag a merevlemezekben az olvasofejek mér egy spintronikai elv, az tn. érias mag-
neses ellenéllas (giant magnetoresistance, GMR) elvén mtikodnek, de még a spintronikai
elven miikods logikai aramkorok még varatnak magukra. Nagy kihivas egyaltalan olyan
anyagot taldlni, melynek a paraméterei minden szempontbol megfelelnének a feladatnak.

Igéretesnek ttinik azonban a grafén hasznélata spintronikai eszkozok gyartasara, ugyanis
abban sokkal nagyobb a maximaélis elektromos térre kir6tt hatar, igy abban lehetdség van
kollektiv spin-aramok gerjesztésére.

Viszont az irodalomban igen szélsGségesek és ellentmondasosak a grafén spin-relaxéaciojanak
joslatai [8H14], illetve a hagyoményosnak tekintett Elliott-Yafet elmélet empirikus igazola-
sarol is megmutatom, hogy finomitasra szorul.

Ezen kérdések motivaltdk a diplomamunkat. Ebben ismertetem a vezetési elektron
spin-relaxaciojanak egy alapvetd elméletét, illetve ezt alkalmazom a kétrétegii grafén spin-
empirikus megalapozéasat is megvizsgélom, és megmutatom, hogy bizonyos esetekben ki-

igazitasra szorul. Az eredmények egy része publikalasra is keriilt [15].



2. fejezet

Elméleti osszefoglalo

2.1. A spin-palya kolcsonhatas

A spin-pélya kolcsonhatés egy relativisztikus effektus. Ismeretes, hogy az id6fiiged klasszi-
kus Schrédinger-egyenlet nem Lorentz-invarians. T6bb Lorentz-invarians kvantummecha-
nikai egyenlet létezik szabad részecskére, pl. a Klein-Gordon vagy a Dirac-egyenletek.
Elektronra a Dirac-egyenlet bizonyult érvényesnek, ami magat a spin jelenlétét is magya-

réazza. A Dirac-egyenlet:

(4", — mocl)| W) = 0. (2.1)

Az elektromagneses kolcsonhatast a négyes vektorpotenciallal vehetjiik figyelembe Lorentz-
invarians modon. A Pauli-Schrédinger egyenlet illetve a spin-palya kolesonhatés mind a
Dirac-Hamilton operator kis (nemrelativisztikus) energiak szerinti sorfejtésébdl adodik. A

Dirac-Hamilton operator elektronra:

H=c&(p+eA)— ed + moc 3, (2.2)

a=qy=|" "] , (2.3)
o 0

. [n oo

[ 2] .

A sorfejtésbdl adodik a Pauli-Schrodinger egyenlet, illetve harom azonos nagysagrendi

tag. Egy kinetikus energia korrekcid, a Darwin-tag illetve a spin-pélya kolcsonhatast leird
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tag. A kinetikus energia korrekcio illetve a Darwin-tag nem tartalmaz spin-fliggd tagot, igy
a hatasat elhanyagolhatjuk, illetve konnyedén belevehetjiik a spin-fliiggetlen Hamiltonba.
A spin-palya kélesonhatasi Hamilton (SOC) alakja:

he
4dmc?

A spin-palya kolecsonhatést egy kiilonallo atomban legegyszertibben hidrogén-szerd atom

Hsoc = (VV X p)O'. (2.5)

modellen vizsgalhatjuk.

2 2
9] 1 Ze
— — 1 2.
H SEr m— +&(r)ls, (2.6)
he 18V_ h 7Ze?

&(r) (2.7)

2mcZr Or  8megme? 13

ahol p a kanonikus impulzus, ¢y a vakuum permittivitdsa, Z a mag toltésszdma, e az
elektron toltése, r a magtol vett tavolsag, illetve 1 és s a dimenzidtlan perdiilet és spin
operétorokﬂ

Mivel a Hamilton-operator kommutél s?, [? és j* = (1+ s)%mnel és ezek is kommutal-
nak egymaéssal, igy ezek jo kvantumszamok maradnak a spin-pélya kolcsonhatas mellett is.
Ha els6 rendti perturbacioként kezeljiik a spin-palya kolcsonhatast, akkor konnyen szamol-
hatjuk az energia-felhasadast, hiszen a spin-pélya operator térszog és spin-szerinti része

kifejezhet6 megmarad6é mennyiségekkel:

Is=— (- 1" —5%). (2.8)

N | —

gy az energia felhasadas irhato a kovetkezéképpen:

Ik egységekben
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Buti = Buso + @uinlé()y (77 = 2 = ) [Bui), 29
Bt = Rt ¥in(2), (2.10)
Buts = o+ [0 +1) ~ 10 +1) - ﬂ | € (Rt ar 211)
AEns = Entjotirjs — Enpiot1ys %(zz L) /0 T ) (Roa(r)? dr, (2.12)

ahol F,; ; jeloli a kvantumszamokhoz tartoz6 nivé energiajat, AFE, ; pedig a nivo felhasa-
désat a spin-pélya kolcsonhatas kovetkeztében.
Hidrogén-szert hullamfiiggvényekre analitikusan szamolhat6 a felhasadas:
1 el Z4
AE,, == . 2.13
T2 (e A nAl(L + 1) (2.13)

Lathato, hogy a felhasadés mértéke erésen fiigg a mag toltésétdl, ezt alatdmasztjak a

mérési adatok. Azonban ezt a felhasadast a vezetési héjon 1év6 elektronokon lehet mérni,
amikre mar csak a torzselektronok altal ledrnyékolt tér hat, igy a Z%-es fiiggés valame-
lyest mérséklodik. Hidrogén atomra a ([2.13) képlet a kisérleti eredményekkel nagyon jo

egyezéstad, amit a [2.1] Abra mutat.

2.2. A spin-relaxaci6 elmélete fémekben

2.2.1. Spin relaxacié Elliott-Yafet elmélete

Vezetési elektronok spin-relaxaciojat inverzios szimmetriaval rendelkezd anyagokban az
Elliott-Yafet elmélet targyalja |[17H19]. Az elmélet szerint a relaxéciot vezetési elektronok
és a racspotencial kozti spin-palya kolcsonhatasa okozza az elektronok momentum-szérasan
keresztiil. Elliott cikkébdl [17] kiindulva részletesen targyalom az elmélet alapjait. Az elmé-
let a spin-palya kolcsonhatas hatésat perturbativ moédon veszi figyelembe, illetve elsGrendt

id6fliged perturbacioként veszi figyelembe az elektron-szorési folyamatokat.

Bevezetés

Egy elektron Hamilton-operatora:
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% 10
40 g =
é
_ﬂ30'g
R 7
N 7
hgzm-g
< % %
. ?
J /

2p 3p 4p 5p 6p 7p 8p 9p 10p 11p 12p

I Spectroscopy 7] Calculated

2.1. abra. A (2.13]) képletbeli felhasadés és a spektroszkopiailag mért [16] értékek Ossze-
vetése hidrogén atomra.

2
=Ly

2m 4dmc?

(VV xp)-o, (2.14)

ahol V' a periodikus potencidl, o pedig a Pauli-matrixokbol képzett vektor. Az utolsod
tag a spin-palya Hamilton, melyet a tovabbiakban SOC-nak réviditek. Mivel a Hamilton-
operator idGtiikrozésre invarians és feltettiik az inverzios szimmetriat, ezért az id6tiikrozés
T és az inverzid I operéatorok szorzataval degeneralt Kramers-parok képezhetéek, melyek
egymasra ortogonalisak. Mivel mind az id6tiikrézés, mind az inverzio tiikrozi a hullamsza-
mot, igy egy adott hullamszamnal a savok kétszeres spin szerinti degeneraltsaga megmarad

a SOC operator figyelembevételével is.

HY(r) = e Vi(r),
Wi (r) : = TIW(r), (2.15)
HU (1) = e U3 (r).

Ebbdl lathato, hogy elkeriilhetetlen figyelembe venni a szomszédos savok hatasat.
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A spin-palya operator vizsgalata

Elliott sok nagy kozelitést tesz egy végss, konnyen értelmezhets eredmény érdekében. Az
elsé nagy kozelités, hogy a racspotencialt egy Wigner-Seitz cellan beliil centrélisnak felté-
telezi, igy a spin-palya operator egy cellan beliil jelent&sen egyszertisodik. Ahhoz, hogy ezt
egzaktul tudjuk kezelni, vezessiik be a Wannier-fliiggvényeket, illetve bontsuk fel a poten-

cialt cellanként. A Wannier fiiggvények:

@3 (r —\/_Zwk R) exp(ik - d). (2.16)

A potenciélt irhatjuk egyszertisitett alakban:

ahol V., = 0 a Wigner-Seitz cellan kiviil. Errél tessziik fel, hogy kozel centralis (legalabbis
abban a tartomanyban, ahol a Wannier-fiiggvényekkel atfed). Ezzel a potenciallal az SOC

Hamilton-operator:

47:(:2 > (VV(r—R)xp)-o. (2.18)

Hsoc =

Egy Bloch-fiiggvényre hattatva:

iZ(VV(I‘—R) Xp)-o

dmc?

HsocPi(r) =
Zwk r — R) exp(ik - R) (2.19)

18‘/ s kR
4m02\/_2(7" or ) r-RUK(T — R)eTE

Praktikusan a Wannier-fiiggvényekre hasznalhat6 a szokésos L-S operator:

h 10V

Mivel nekiink kés6bb csak két kozeli savban 1évé matrixeleme érdekel Hgoc-nak, ezért

érdemes bevezetni egy tovabbi paramétert:
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(b5 (k) [Hsoclpe(k')) = duaw (wi(r)[€(r)L - swye (r)),
= e Mwi(r)|1 - slwye (1)),

ahol \ a sugar szerinti integralasbol adodik, feltéve, hogy a Wannier-fiiggvény szorzat alak-

(2.21)

ban irhaté a magtol valo tavolsag és a térszog fliggvényeben (Az eddigi erds feltevésekbdl
ez mar adodik). Ha csak két sav kozott vizsgaljuk a spin-palya kolesonhatést, akkor az

alabbi egyszert formula adodik:
Hsoc =\l -s. (2.22)

Spinpéalya szerinti perturbacidészamitas

Az SOC operator hatasat elsérendi perturbéacioként veszem figyelembe. Mivel a kezdeti
allapotok degeneraltak, igy degeneralt perturbaciészamitéast kell végezni. Vehetek olyan
bézist, ahol If ||z, igy Hsoc a kérdéses blokkban éppen diagonélis lesz. A perturbélatlan
teljes hullamfiiggvények:

Wi (1) = Dlr)x, = — S wilr — R)exp(ik- Ry, (223)

A perturbalt hullamfiiggvények:

By (r) = Wy, (1) + Z o Msocllicol o), (2.24)

S S 1
et = Yp4(r) + E)\ ((wi |l Jwy) Kyt (Wil + ilywi) ¥y, ) (2.25)
Uy -ra az eredmény hasonloan szamolhato.

Spin-relaxacié szamitasa

A spin-relaxéci6 szamitasidhoz felteszem, hogy az elektron momentumszorasa modellezhetd
egy esetleg id6fiiggd Hi, Hamilton-operatorral, ami tisztéan térszert, nem tartalmaz spin-
flige kolcsonhatast. A spinrelaxaciot az okozza, hogy a perturbalt allapotok mar nem
tiszta spin allapotok, igy momentumszoras révén a spin is valtozhat.

Ebbdl az operatorbél konnyen szarmaztathatjuk az atlagos momentum-szorasi idét:
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1 ~ ~ 2 - - 2
= o [ (i Ml Frcr)| + | (Frca P i) (226)

ahol a mésodik tag elhanyagolhatd. A spinrelaxaciot leiré taghoz csak a kiilénb6z6 spinek

kozotti atmenetet kell vizsgéljuk:

2

1 ~ ~
T XX ‘<‘Ijk,¢’Hint|qjk,T> s (2.27)
1
A perturbalt hullamfiiggvények a (2.25)) egyenletbdl egyszertsitve irhatoak:
B4 (1) = ax(r)xs + o). (2.28)

Az id6tiikrozés és inverzid operatorokat hattatva konnyen megkaphatjuk a masik per-

turbalt hullamfiiggvényt:

Wi, (r) = ag(r)xy — bi(r)xy. (2.29)

Els6 rendben by < ay, igy ahol az aranyuk masodrenben megjelenik, az a tag elhanya-
golhato. Igy a relaxacios idsk aranya elsé rendben:
(B [ )|
T ‘ k| int | Vi 1 ) A\ 2
o — L x <Z) . (2.30)
! ‘ (Wi Hine| Vicr) )

g-faktor eltolodas szamitasa

A g-faktor eltolodas jelensége, hogy a Zeeman-effektus Hamilton operatorban talédlhato
elektron g-faktor effektive megvaltozik a szabad elektron esetéhez képest (g ~ 2.0023). Az
Elliott-Yafet elméletben a spin-palya kolcsonhatas hozza létre az effektust.

A Zeeman-Hamilton operétor:

My = —psB(l+ ges). (2.31)

Felvehetjiik a koordinata-rendszeriink z irdnyat a magneses tér iranyaba:

Hy = —upB(l, + ges.). (2.32)

Ha nem vennénk figyelembe a spin-palya kolcsonhatést, akkor az allapotok tiszta spin

allapotok lennének. Igy ha olyan allapotokat tekintiink, melyek csak a spin allapotukban
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kiilonbozik, akkor azok a Zeeman-effektus hatasara pontosan AE = g.ugB tévolsagra
hasad fel a degeneraciojuk.

Ha a spin-palya kolcsonhatast elsérendi perturbacioként vessziik figyelembe, akkor ez a
felhasadéas f6ként azért valtozik, mert a perturbalt allapotokban [,-nek lesz 0-t6l kiilonbo6zé

varhato értéke.

(FIL[1) = o, (2.33)
QL) = —a. (2.34)
Ekkor az energia kiilénbség:
AE = gopipB + 2aupB = (g. + Ag) s B, (2.35)
Ag = 21D, (2.36)

A pontos szamitashoz a ([2.25)) egyenletben szamolt perturbalt hullamfiiggvényeket hasz-

nélom:

S S 2)\ S
Ag = 2(wi4|l:|wy ;) = K|<wf<,¢|lz|wk,¢>|2- (2.37)

Mivel [, a dimenzié nélkiili perdiilet operator, ha feltessziik, hogy a matrixelem 1 nagy-

sdgrendjébe esik, ugy:
Ag~ —. (2.38)

2.2.2. Az empirikus Beuneu-Monod 0sszefiiggés

Monod és Beuneu empirikusan igyekezett megerdsiteni az Elliott- Yafet elméletet [20]. T6bb
elemi fémen végzett kisérlet adatait Osszegytijtve Osszeskalaztak az 0sszeill6 paramétereket
az Elliott-Yafet elmélet alapjan, igy egy univerzalis fliggvényt kaptak.

Az Elliott-Yafet Osszefiiggések:
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1 A\’ 1
Ag— a2 (2.40)
g = CYQA. .

Itt ugyan 7 az elektron-momentumok atlagos élettartama, de magas hémérsékleten
(T > Tp, ahol Tp a Debye-hémérséklet) a transzport momentum relaxacios id6 jol kozeliti
Tee. Alacsony hémérsékleten ugyan 7 o< T3 és 7, o< T°, de Yafet megmutatta, hogy
alacsony hémeérsékletre a spinrelaxacio6 is 775 fiiggést mutat. 1/7, kozvetlen dsszefiiggésben
van az anyag p fajlagos ellenallasaval:

1 2
o E0Wp10; (2.41)
ahol gy a vakuum permittivitasa, illetve wy, a plazmafrekvencia. Igy kozvetlen Osszefiiggést

irhatunk fel a spin-relaxécios idg, az ellenallas és a A spin-palya paraméter kozott.

1 A\’
7= (Z) Qw1 p- (2.42)

A spin-relaxacios id6t vezetési-elektron ESR (CESR) mérések eredményeibdl vették.
Egy ilyen mérés soran egy tombos anyag mégneses szuszceptibilitas képzetes részét lehet
felvenni egy adott mikrohullamu frekvencian a magnes tér fliggvényében. A szuszcepti-
bilitasban rezonancia-csucs jelenik meg a Zeeman-atmenetnek megfelel6 helyen, melynek

vonalszélességébdl lehet kovetkeztetni a spin-relaxécios idére.

1

— = |y|AB 2.4
i V|AB, (2.43)
J — _98GHz/T. (2.44)
2

ahol v az elektron giromagneses egyiitthatdja, AB pedig a rezonancia-cstics szélessége.
Mivel hémérséklet fliggs mérési eredmények elérhetGek voltak, ezért az ellenallasok
hémérsékleti-fiiggését is figyelembe lehet venni. Ezt a legkdnnyebben a fémek ellenéllasanak

Griineisen-elméletével tehetjiik meg.
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1 T 1
o const - T—DG1 (?D) , (2.45)

G (z) = 4o~ {5 /0 P w } (2.46)

ez—l_ex—l

Mindent Osszevetve irhatjuk:

1 AN° T . (T

Igy ha a bal oldalt % fliggvényében abrazoljuk, tgy egy univerzalis fliggvényt kell

kapjunk. Alkali fémekre ezt a feltételezést a kisérleti eredmények Osszevetése megerdsiti.

Megjegyzends azonban, hogy a fenti szamolasokban tobb apr6 hiba talalhato, amelyek
a [3.1] fejezetben pontositasra keriilnek.

108 T T T T T .
Sk Be 1

107k, -

2
REDUCED HALF LINEWIDTH 1/2 AH x ( A)‘E)(GAUSS)
(3] 5 N
T T

005 01 0.2 05 1 2

2.2. &bra. Az Osszeskalazott mért értékek Beuneu és Monod cikkébdl [21]. Az eredeti
cikkbeli AE-t mi A-val jeloljiik, illetve AH-t AB-vel.
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2.3. Spin-palya kolcsonhatas kétrétegii grafénban

2.3.1. Kétrétegii grafén szoros kotési kozelitésbeli felirasa

A szakdolgozatom masik részében az tn. kettGs v. kétrétegii grafénbeli spin-relaxaciot
vizsgalom a spin-pélya kolesonhatas irodalombol vett alakja [22] ismeretében az Elliott-
Yafet elmélet keretén beliil.

A grafén elektron szerkezetét a szén atomokon 1évé delokalizalt p, palyak szoros kotést
(tight-binding) kozelitéseébdl szamolhatjuk [23]. Tudjuk, hogy komolyabb elméletet igényls
szamolas nem sziikséges félig toltés esetén, az elektron-elektron kolecsonhatés alig észre-
vehets alakvaltozast okoz a gerjesztési spektrumban. A szoros kotést kozelitésben a [2.3p
abran lathato szomszédsagokat vessziik figyelembe, az atfedési integralokat [22]-bél vettem.
Egyel6re eltekintiink a spin-palya kolcsonhatastol, a spinmentes Hamilton-operatort irjuk

le.

2.3. abra. Az [(a)] bra a kiilonboz6 atfedési integral (hopping) tagokat mutatja a kétréte-
gl grafénen belil. A @ abran a négyatomos bazist, illetve a béazisvektorokat lathatjuk
feliilnézetbdl.

Figyelembe veendd, hogy a szén atomok nem egészen ekvivalensek, igy kiilonbo6zé kotési
energiat feltételezhetiink az A; és By szén atomokon, mint az A, és Bi-eken. Az energia
nulla szintjét ugy valasztom, hogy az A, és By atomokon a kitési energia 0 legyen. Igy
a masik két tipusi szén atomon a kotési energiat A-nak vélasztva az ebbsl adodo energia

jarulék masodkvantalt formalizmusban:



2. FEJEZET. ELMELETI OSSZEFOGLALO 14

Ha=AY (aiRalR + b;RbQR) . (2.48)
R

A kiilonb6z6 atfedési integralokbol adodo jarulékok:

Hay =70 Z <aIRb1R +alpbir o, + Urbin oyt

R
+a£Rb2R + a;RbQR—al + a%RbQR—a2> +h.c, (2.49)
My =7 Y algbyg +ho, (2.50)
R
Hoy =73 Z <a;Rb1R—a1 + a’;RblR—ag + agRblR—al—az) +h.c, (2.51)
R
Hoy = Z <b£Rb1R + b;RblR—al + bgRblR—aQ—’_
R
+a;Ra1R + CL;RalRfal + &gRa1R7a2> +h.e. (2.52)

A szoros kétéstt Hamilton-operatort Wannier-transzformécioval blokk-diagonélis alakra
hozhatjuk. Ebben az alakban a Hamilton-operator hullamszamonként fiiggetlen 4 x 4-es

matrixokra bomlik szét. A Wannier-transzforméacio:

1 kR,
aR = —(— E e ay, 2.53
TN - « (2:53)

ahol a egy tetszbleges eltiintets operator. A kotési energiakbol adédd Hamilton a Wannier-

transzformalt kelts és eltiintets operatorokkal:

Ha=AY (a{kalk + b;kb2k> . (2.54)
k

A kiilonb6z6 szoros kotési tagok jarulékai:
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Hy =0 Z\(l + e~ tkar 4 €_ik32) (alkblk + a2kak> +h.c, (2.55)
) 7

Hy =m Z 1kb2k +h.c, (2.56)
Kk

Hy, =73 Z ( —ikar 4 pmikay  p—ik(aitas) ) a2kb1k + h.c, (2.57)
kT gzl:)

Hyy =1 Z f(k>(b£kblk + a;kalk) +h.c. (2.58)
Kk

A teljes Hamilton-operator rovidebb alakban irhato:

T
H= Z [a];k bJ{k a;k bgk] H, [au( b Qg ka] ) (2.59)
k
A 'YOf(k) Yaf* (k) sl
Hy — Yf7k) 0 gt(k) yafr(k) ' (2.60)

Yaf (k) 39(k) 0 Yo f (k)
§a! 74f(k) 70f*(k) A

A Hy 6nadjungalt, unitér matrixszal diagonalizalhato.

Hy = UD, U{, (2.61)

ahol ugyanezzel az U matrixszal a kelté és eltiinteté operatorok transzformalhatoak, az

igy kapott operdtorok pedig szintén fermion keltd és eltiintetd operatorok lesznek.

T T

_ 17t
[Clk Cox  C3k C4k} = U [alk b Aoy ka} . (2.62)

Igy a Hamilton-operator teljesen diagonalis:

T ’
H:Z[Clk Gk Ok C4k} D [Cm Gk O3k C4k} > (2.63)
Kk

=D ekl + el + Sl T enciicCue (2.64)

k
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ahol e,k a Dy métrix diagonalisdban 1év6 elemek. Ebbdl rogton latszik, hogy pontosan
milyen lesz a savszerkezetiink. A spektrum numerikusan szamolhato6 (elvileg analitikusan
is, de a negyedfoku egyenlet megoldasa nem segit a szemléltetésben). Az abrazolt spektrum
a[2.4] abran lathato.

A méatrix valamelyest eltér a [22] cikkbeli matrixtol, azonban a kettd kozott csak

egy unitér transzformacioval lehet attérni.



17

2. FEJEZET. ELMELETI OSSZEFOGLALO

Az @ abran a A és a K pont kozti metszete lathaté a spektrumnak. A @

abran lathatjuk a teljes spektrumot és a K és K’ pontbeli degeneraciokat.

2.4. abra.



3. fejezet

Eredmények és diszkusszid

3.1. A Beuneu-Monod skilazas javitasa

Beuneu és Monod sikeresen megerdsitette a Elliott-Yaffet elmélet joslatat, de szamolasaik-
ban tobb aprobb hibat vétettek.

e )\ spin-palya paraméternek kozvetleniil a spektroszkopiai felhasadast vették.
e Figyelmen kiviil hagytak a (2.47) képletbeli konstans anyagtol valo fliggését.

Az Elliott-Yaffett elméletben lathattuk, hogy a A paraméter nem méas, mint a SOC
Hamilton radialis része kiintegralva két savbeli Wannier-fliiggvényekkel. Ezzel szemben
Beuneu és Monod a spektroszkopiai felhasadasokat hasznalta, melyek az azonos savbeli
matrixelemmel aranyosak. Fzek az értékek altaldban nem egyeznek meg, de feltehetjiik,
hogy nagyséagrendileg nem vétiink nagy hibat ezek hasznélataval. Erdemesebb ezeket is-
meretleneknek tekinteni, melyeket a mérési adatok ismeretében meghatarozhatunk.

Ahhoz, hogy a képletbeli konstans anyagfiiggését vizsgaljuk, fel kell irjuk a pontos

Griineisen-formulat:

G(@) _/0 e nh® (u) (22)) (3:2)

Megjegyzends, hogy (3.2) ekvivalens a ([2.46]) képlettel, csupan a konstans szorzot pon-

tositja.

18
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A (3.2), (2.43)) és (2.39) egyenletekbdl:

A\ ok T
AB - (X) _ alTD)\tr%F (T—D) , (3.3)

F(z) = 2G (z), (3.4)

ahol A\, az elektron-fonon kolcsonhatast jellemz6 paraméter (ez a paraméter fiiggetlen a
spin-palya kolcsonhatast jellemzs A paramétertsl). Lathato, hogy az eredetileg univerza-
lisnak gondolt bal oldala valojaban anyagtol fiiggs paraméterektdl fiigg, igy azokkal
is le kell osztanunk, hogy univerzalis fliggvényt kapjunk 7'/Tp fliggvényében. Az egysze-
riiség kedvéért oy ~ 1-et feltételezek. A kiilonboz6 alkali fémekre jellemzd adatokat a [3.1
tablazatban talaljuk.

M Tp|K] atomi (A/A)? illesztett (A/A)?
Na | 0.14 158 2.73-107° 3.81-107°
K 011 91 2.06-10~* 8.99-107°
Rb | 0.15 o6 3.16-1073 2.96-1073
Cs | 0.16 38 1.91-1072 3.08-1072

3.1. tablazat. Kiilonbo6zd alkali atomok elektron-fonon A paramétere, Debye-hémérséklete,
illetve spektroszkopiabol nyert A/A paramétere [19]. Az utolsé oszlopban a abran
lathato univerzalis fliggvényre illeszkedd A/ A értékeket abrazoltam.

Ha elvégezziik az osztést a lathato adatokkal, akkor a[3.2] 4bran lathato adatsorokat
kapjuk az alkali fémekre. Lathato, hogy ezek igen eltérnek az univerzalisnak mondott
fliggvénytsl. Ez annak tudhato be, hogy az atomi felhasadésokbol kapott A értékeket
hasznaltuk. Kaphatunk egy mésik \ értéket, ha az adatsorokat az univerzalis fliggvényre
illesztjiik. Az illesztett A értékeket a [3.1] utolsé oszlopaban lathatjuk. Azonban feltettiik,
hogy a1 = 1, ami még igen erds feltevés és nagy bizonytalansidgot okozhat a matrixelemben.

Megallapitottuk, hogy a A paraméterek ugyan egy nagysagrendbe esnek az atomi ener-
gianivok felhasadasaval, altalaban nem egyenloek veliik. Ezt a egyenlet alapjan
konnyen megvizsgalhatjuk Hidrogén-szerd atomra. A A paraméterhez egyszertien csak a

radialis részét kell kiintegralni a hullamfiiggvényeknek, illetve a spin-pélya operatornak:

. " Ry (1) R (0E(r)dr- (3.5)
0
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AB (AN (A T,) " [GIK]

10™ 10°
T,

3.1. abra. A kisérleti AB-(A/)\)?/ . Tp abrazolva T/ Ty fiiggvényében. A folytonos vonal
az univerzalis 2nkg /YAF (T /Tp) fiiggvényt jeldli.

0.20 -
0.15-
< 0.10
| x10
0.05 § ‘
0.00- ! A

Na K Rb Cs
I Monod Beuneu 777 lllesztett

3.2. abra. Az atomi spektrumokbol szarmaztatott és az adatsorokra illesztett \/A értékek.
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Megjegyzendd, hogy ugyan A ha nem 0 értéket ad, addig a térszog szerinti rész integralja
nullazhatja a méatrixelemet. Konkrét palyakra kiszamolva egyértelmten latszik, hogy ezek

a A paraméterek nem egyeznek a spketroszkopidban mérhetd felhasadasokkal (3.3]).

e
400 W Anp’
__ 3004 § \\g A
% 200- § \
) 100 § §
17\ [\ I\

3.3. abra. Osszehasonlitas a A paraméterek illetve az atomi felhasadasok kozott.

3.2. Spin-relaxaci6 vizsgalata kétrétegi grafénban

3.2.1. Grafén csoportelméleti targyalasa

Ugyan a [22| cikkben talalunk egy részletekbe mend targyalast a kétrétegii grafén szim-
metriairdl, illetve annak a spin-palya operatorra valé kdvetkezményeirél, de az eredményeik
reprodukélasa soran egy olyan modszert sikeriilt kifejlesztenem ami altalanosabban hasz-
nalhato més szituacioban is. A spin-palya operator Neumann-elvet hasznalunk, miszerint a
spin-palya operator alakja nem valtozhat szimmetria-transzformécié hatésara. Ezt altala-
ban konnyen szamolhatjuk olyan esetben, amikor csak unitér szimmetria transzforméciok
vannak, hiszen ekkor a szimmetria transzformaciok unitér métrixként reprezentéalhatok.
Csupéan ennek a reprezentacionak az irreducibilis felbontésaban kell megtalédlnunk az in-
varians (A;-hez tartozo) alteret, melyben az invarians mennyiségiinknek — jelen esetben a
spin-palya operatornak — tartézkodnia kell.

Azonban amennyiben vannak anti-unitér szimmetriaink, mint példaul az id&tiikrozés
vagy az adjungalés, akkor ezeket nem tudjuk unitér matrixként, vagy egyaltalan matrixként

reprezentalni.
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A kovetkezSkben szo6 lesz arrol, hogyan lehet mégis ezeket az operatorokat egytitt kezelni
az unitér szimmetria transzforméaciokkal valos reprezentéaciora vald attéréssel.
K pontbeli szimmetridk és degeneracid

A kétrétegii grafén alapveten magas szimmetriakkal rendelkezik. A racsszerkezet Dsq

szimmetriaju, amit a abran figyelhetiink meg.

(a) Kétrétegl grafén.
(b) D34 sztereogramja.

3.4. dbra. Megfigyelhetjiik, hogy a D3, szimmetria transzformécioi illeszkednek a kétrétegti
grafén récsara.

Azonban ha a kiilonb6zé hullamfiiggvényeket nézziik, akkor ez a szimmetria csak a
I' pontban marad meg, a K pontban viszont egyszertsodik. Erdekes modon a K-beli
hullamfiiggvények altal kifeszitett altérnek még igen magas a szimmetridja. Ez konkrétan
a D3 pontcsoporttal irhaté le, melynek generatorai a Cs és O forgatasok. A C forgatés
120°-0s forgatast jelent, mig a C) forgatas egy az el6bbire merdleges tengelyre valo 180°-os
forgatast. Ha egy K-beli hullamfiiggvényre a C3 vagy C) szimmetria transzformaciokkal
hatunk, abbol ismét K-beli hullamfiiggvény lesz. Hogy a hullamfiiggvény pontosan hogyan
transzformalodik, azt szamolhatjuk:

Irjunk fel egy K-beli hullamfiiggvényt:
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T
Py = |:)\A1 )\Bl )‘Az ABQ] |:q>K,A1 (I)K,B1 (I)K,Az CI)K,BQ ) (36)
1 .
Pra(r) = —=> eXBp.(r—R—d,), (3.7)
VN 4

ahol p, az atomi palya, a a bazison beliili indexelés illetve d, a bézison beliili racsvektor.

Ha egy ilyen métrixra hatunk Cs-mal vagy Ci-vel, ugy ismét egy K-beli hullamfiigg-
vényt kapunk. Ezt konnyen lathatjuk, ha csak a Bravais-racsot rajzoljuk fel. Ekkor mindkét
transzforméacioé soran az azonos fazishoz tartozé racspontok egymésba mennek, a fazisvi-
szonyok csak a bazison beliil valtoznak. Ezek a transzformaciok a A vektorra hatva 4 x 4-es
matrixokként reprezentalodnak. A matrixokat, illetve a karaktereket kiszamolva az irredu-
cibilis felbontés kiszamolhat6, megkapjuk, hogy hany degeneralt allapot lesz a K pontban

csupan a palyamenti hullamfiiggvényeket figyelembe véve.

Oy®x = C4(A®) = ACyd = X', (3.8)
C3Pr 4, = Pre oy, (3.9)
C3®gr B, = €_i27r/3¢)K,Bla (3.10)
C3Pr a, = 6i27r/3q)K,A2, (3.11)
C3Pk B, = Pr.B,» (3.12)

A =CsA, (3.13)
1 0 0 0
—i2n/3
Cs = 8 ‘ 0 / eii/g 8 : (3.14)
0 0 0 1
X(Cs) = 1. (3.15)

c s

Hasonl6an kaphatjuk meg C reprezentaciojat, viszont arra tigyelni kell, hogy C? for-

gatasra a p, palyak atfordulnak a —1-szeresére.
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0 -1
o 0 -1 0
C, = : 3.16
=10 -1.0 0 (316)
-1 0 0 O
x(Cs) = 0. (3.17)
A D3 csoport karaktertablaja:
| E 2C3 304
A 1 1 1
A, 111 -1
El2 -1 0

3.2. tablazat. Dsj karaktertablaja.

A karaktertablabol és a szamolt karakterekbdl az irreducibilis felbontasa a reprezen-
tacionak A; + Ay, + E, melyek koziil az F kétdimenzios. Igy a 4 dimenzios K-beli altérben
van egy 2 dimenziés degeneralt altér. Ez magyardzza meg a K pontbeli, jol megfigyelhetd

degeneréciot. Eddig csupan a spin nélkiili hullamfiiggvényeket vizsgaltuk.

A spin-palya operator alakja

Tudjuk, hogy a spin-palya operator rendelkezik a fenti szimmetridkkal. Tovabba mivel
racsperiodikus, a spin-pélya operator nem keveri a momentumokat sem. Azonban mivel
tartalmaz spinoperétort, igy a tovabbiakban a teljes, spinnel rendelkezé hullamfiiggvénye-
ket kell vizsgaljuk. Nem tekinthetiink el attol sem, hogy a forgatasok a spin allapotokat is
valtoztatjék.

Az 4j bazis Yk 4, 1, Y8, 4+ YK A5ty VK. Bots YK, A1l YK B, YK 4, 68 Yk B, flige-
vényekbdl all. Ezeket egy Wi vektorba osszefoglalva egy altalanos K hullamszamu hul-

lamfiiggvény AWg alakban irhato. A spinpalya operator hatasa A’ = HgocA. Ennek a

méatrixnak a lehetséges alakjara vagyunk kivancsiak.

Ha egy unitér P szimmetria transzformaciora az operator invarians:
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PHsocP! = Hsoc, (3.18)
PHsocP'" = Hsoc. (3.19)

A egyenletbdl indulunk ki. A bal oldalon 1év6 hasonlosagi transzformécio egy
linearis transzformécio C3*® komplex vektortéren, igy az egyenlet egy sajatérték egyenlet-
nek értelmezhetd, 1 sajatértékkel. Ez Hgoc-ra ad megkotést, miszerint ennek a matrixnak
a linedris transzformécio 1 sajatértékhez tartozo alterében kell hogy legyen. Mivel ennek
minden P szimmetria transzformaciora teljesiilnie kell, ezért Hgoc ezeknek az altereknek
a metszetében helyezkedik el. Innentél annyi a feladatunk, hogy ezeknek a métrixoknak
a vektorterén felvegylink egy bézist és a hasonlosagi transzformaciot méatrixként reprezen-
taljuk. Az erre vonatkozo részletes levezetést az fejezetben targyalom. Miutan ezt
megtettiik, ugy ezeknek a matrixoknak az 1 sajatértékhez tartozo alterei és azok metszetei
méar programmal szamolhatoak.

Azonban nem csak unitér P szimmetria transzformaciokkal van dolgunk. Eszrevehet-
jik, hogy a K pontban a Hamilton invarians az id6tiikrozés és inverzio szorzatara (amit
a Kramers-paroknal is kihasznaltunk). Ez egy anti-unitér transzforméci6, amit nem le-
het komplex matrixszal reprezentalni. Ekkor azonban érdemes C**®-at egy 128 dimenzits
valos vektortérnek tekinteni, ahol a matrix komplex komponenseit egyszertien tovabbi 2
dimenzios valos altereknek tekintjiik. Mivel a vektortér feletti szamtestet megszoritottuk
a valos szamokra annak az aran, hogy sokkal nagyobb matrixokkal dolgozunk, ugy a kon-
jugélas illetve adjungalas valos matrixokként reprezentalhatoak ezen a téren, igy ezeknek
is megkereshetjiik az 1 sajatértékhez tartozdé komponenseit. Az erre vonatkozd részletes
szamolast az[A 3] fejezetben targyalom.

Hsoc invaridns D3 generatoraira, az idétiikkrozés is inverzi6 szorzatara, illetve az ad-
jungalasra. Ez utobbi kettd anti-unitér operator.

Egy tovabbi altérre valé megszoritas adodik abbol, hogy az operator az alabbi alakban
felirhato:

Hsoc = Hiop + ,IL[QO'y + Hzo,, (3.20)
Hsoc = kron(H;, 0,) + kron(Hs, 0,) + kron(Hs, 0,), (3.21)

ahol kron matrixok Kronecker-szorzatat jeldli.
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Ez nem fesziti ki a teljes 128 dimenzios teret, mivel hidnyzik egy 2 x 2-es egységmatrixos
tag hozza.

Mindent Gsszevetve a szimmetriacsoport generdtorainak 1 sajatértékhez tartozo kozos
altere minddssze négy dimenziés marad, ami azt jelenti, hogy négy valés paraméterrel

jellemezhet§ a spin-palya operator.

+ kron | sy,

+kron | s_, | | _ : (3.22)

1
Sy = 5(53,; +is,). (3.23)

Kompaktabb médon szimbolikusan irhatjuk:

>\1252 i/\QS_ i>\48+ )\152
—iA —A11S,  IA3S_ —IA
Hsoc = Z oo .HS o Z o (3.24)
—IA4S_  —1A3S4  A11S, —iApsS—
/\182 i/\48_ i>\08+ —)\1282

3.2.2. Elliott-Yafet elmélet kétrétegti grafénban

Kétrétegt grafénban beszélhetiink az Elliott-Yafet elmélet érvényességérsl, hiszen jelen van
az inverzios szimmetria, amennyiben nem tessziik ki kiilsé elektromos tér hatasanak. Az
egyetlen problémat az okozza, hogy a dopolatlan félig toltott kétrétegi grafén Fermi-szintje
éppen a K pontban van, ahol a spin-palya relaxaciot nem tudjuk perturbativan figyelembe

venni. Azonban ha eltolt Fermi-szintii esetet vizsgalunk, akkor ez minden tovabbi nélkiil
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megtehetd. Erre 1étez6 példa lehet az alkalival dopolt grafitok, melyek jo modellrendszerei
a kiilonb6zd tobbrétegt grafénoknak. Az alkali atomok 1-1 tovabbi elektronnal jarul hozza

a vezetéshez, ami feljebb tolja a Fermi-szintet (3.5]).
k

1.0 35 x
fy 0.5 -~-0 "_1'_-[-' 45

0.0, 50

e[eV]

35 4.0 4.5 5.0

3.5. abra. Feltolt Fermi-szint esetén a Fermi-feliilet jo kozelitéssel kor alaka a K és a K’
pontok kozelében.

Hogy az Elliott-Yafet elméletet alkalmazni tudjuk, ugy at kell térniink a kinetikus
Hamilton-szerinti sajatenergia-bazisra. Ezen a béazison kell vegyiik a spin-pélya operéator
matrixelemeit, melyekbdl szamolhatunk spin-relaxacios idGket.

Szémolasaimat Mathematica-val végeztem. Az SOC operatort a K pont kozelében
irtam fel. A kiilonb6z6 v egylitthatokkal aranyos tagok kiilonbozd savok kozott adnak
nagy maétrixelemet. Kiilonbozé spin-allapotok kozott csak a vg-val és v4-el aranyos tagok
adnak matrixelemet. Azonban, ha a spin-béazis elforgatjuk 90°-kal, gy éppen a Ay és
Ap-vel ardnyos tagok adnak jarulékot a kiilonbozé spinallapotok kozott.

Léteznek a [3.6] abran jeloltektd] kiilonbozé elsérendd atmenetek is, de sokkal kisebb
jarulékkal.

A spin-palya matrixelemeket egy adott Fermi-szintnél kell szamoljuk, hogy fizikailag
relevans eredményt kapjunk. Mivel az Elliott-Yafet elmélet nem hasznalhato kozvetleniil
a K pontban, ezért dopolt esetet vizsgalunk és tovabbra is feltessziik, hogy megmarad az
inverzios szimmetria. Erre az alkalival dopolt grafitok jo6 modellrendszerek, hiszen az alkéli

atomok elektront adnak at a grafén rétegeknek, viszont nem vesznek részt a vezetésben.
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3.6. abra. Az|(a)|abran a kiilonboz6 spinallapotok kozotti atmenetek lathatoak. Ekkor s,
merdleges a grafén sikjaval. A [(b)] abran hasonlo dtmenetek lathatoak, ebben az esetben
viszont s, merdleges a grafén sikjara.

Igy a Fermi-szint magasabbra noévekszik. Stage I-es dopolasa KCy grafiton ep ~ 1.35eV
Fermi-szintet mértek [24], ennek pedig 0.8 e~ /K elektronatadast feleltettek meg. A stage
[I-es KC54-ben a dopolt elektronok szama a harmadéra esik szén-atomonként, elemi cel-
lanként viszont csak a 2/3-ra. Mivel a [24]-beli elektronatadast nem tudtam reprodukalni
a mért Fermi-szintbdl, ezért a Fermi-szintet paraméterként hagyom benn a numerikus
szamolésokban. Az egyszertiség kedvéért a tovabbiakban ep = 0.7eV-tal szamolok, de
minden szdmolas megismételhets tetszéleges Fermi-szinttel. A Fermi szintet szog szerint
jartam korbe és atlagoltam a (A/A)? értékeket. Az atlagolast lehetne pontosabban végez-
ni allapotstirtiség szerinti sulyozassal, viszont mivel diszperzié majdnem izotrép illetve a
Fermi-feliilet jo kozelitéssel kor alaki, ez nem okoz szamottevs hibat.

A spin-palya métrixelemeket kiilonb6z8 © szogeknél megvizsgaltam, ahol © az s, és
a grafén sikjara merdleges irdny altal bezart szog. A maéatrixelemek nem valtoztak sza-
mottevéen a kiilonbozé grafén sikjaval parhuzamos ¢ iranyokban, ezért csak a © szerinti
fliggést abrazolom. Ebbdl a szogfliggésbdl lehet az irdnyfiiggs anizotréop spin-relaxaciora
kovetkeztetni.

A dbran lathato az atlagos (A\/A)? egyiitthato a szog fiiggvényében. A szog-
fliggés jol magyardzza az anizotrop spin-relaxéciot, viszont lathato, hogy az értékek nagy-
sdgrendekkel kisebbek barmelyik alkalifémbeli értéknél. Mivel az értékek ennyire kicsik,
igy a spin-relaxécios idékre is meglehetGsen magas becslést kapunk a képlet alap-
jan. A momentum-relaxéacio kétrétegii grafénban [25] alapjan 7, ~ 1075, igy a be-

csiilt spin-relaxéacios id6 Ty ~ 107*s, ami meglehetésen magas becslés. A [25] cikkben
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3.7. abra. Az @ abran lathato az alulrol a 3. sav Osszegzett (A\/A)? értékei © fiiggvé-
nyében. A [(b)| dbran ugyanez lathato a 4. savra. A [(c)] dbran az atlagolt (A/A)? értékek

lathatoak.
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T1 ~ 1 — 7ns-ot mértek a Dirac-pont kozelében, azonban még nincsenek adatok az erésen
eltolt Fermi-energiaju kétrétegd grafénra. A spin-pélya operatorhoz tartozo \ paraméte-
reket |22 cikkbdl vettem, ahol ezeket a paramétereket stirtiség-funkcional szimulaciokbol

szarmaztattak [26]. A A paraméterek értékei:

Ao = D peV,
A= —12 peV,
! : (3.25)
A = 12 peV,
Az = 10 peV.

Bar a kolcsonhato elektronrendszereknél ezek a szimulaciok egyre inkabb jeleskednek,
a spin-palya kolcsonhatasra kozvetlentil nem alkalmazhatoak ugyanazok a modellek.

Ezen eredményeink egyelére el6zetesnek minGsithetGek. A tovabblépés a kisérletekkel
valo jobb egybevetés, minek soran Li-mal dopolt stage II grafit spin-relaxaciojat fogjuk
vizsgalni. A Li mint a legkbnnyebb fém, lényegében nem ad mérhets jarulékot a spin-

relaxaciohoz, lévén igen kicsi a spin-pélya kolcsonhatésa.



4. fejezet

Osszefoglalas

A diplomamunkaban ismertettem a spin-palya kolcsonhatas eredetét. Hatasat bemutattam
atomok kotott elektronpalyéin, illetve vezetési elektronokon, amennyiben a kristalyrécs
szimmetrikus az inverziora (Elliott-Yafet elmélet). Részletesen ismertettem az Elliott-Yafet
elmélet alapvetéseit és kovetkezményeit.

Részletesebben vizsgaltam a kétrétegt grafént, mint igéretes spintronikai anyagot. Le-
vezettem a kétrétegii grafén alapvets sdvszerkezetét. A kétrétegi grafén szimmetriait tiize-
tesebben megvizsgaltam és ez alapjan felirtam a spin-palya kolcsonhatas lehetséges alakjéat
csoportelméleti megfontolasokbol a félig toltés kozelében. Sajatenergia béazisban felirtam
a spin-pélya kolcsonhatés matrixelemeit, majd az Elliott-Yafet elmélet érvényességét felté-
telezve kiszamoltam a lehetséges relaxacios idéket. Bér a reélis relaxacios id6tél nagysag-
rendekkel eltéré eredményt kaptam, az eredménybdl lathato, hogy milyen jelleg anizotrop
spin-relaxaciéra szamithatunk.

Kijelenthetjiik, hogy a kétrétegti grafén savszerkezetét és alapvetd szimmetridit meg-
értettiik. Még lehetdség nyilik arra, hogy a spin-relaxécio jelenségét kétrétegt grafénban
komolyabb fizikai apparatus segitségével is megvizsgaljuk az Elliott-Yafet elmélet korlatain
kiviil. Igéretes tovabbé, hogy a megalapozott elmélettel az alkalival dopolt grafitokon vég-
zett ESR méréseket értelmezni tudjuk, egy Osszefogd elmélettel akar extrapolalni tudunk
a kétrétegti grafénbeli spin-palya paraméterekre.

Hatra van még tovabba a g-faktor eltolodas elméletének lefrasa grafénra, ami nem
tehetd meg az Elliott-féle egyszertd modon. Ez a késGbbiekben hasonléan fontos lehet a
grafénbeli spin-palya paraméterek kinyeréséhez.

Tovabbi lehet&ség még a spin-pélya operator hatasanak meghizhaté szimulacios szamo-

lasa, ami szintén egy aktivan kutatott teriilet.
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A. fuggelék
Csoportelméleti szamolasok

A fejezetben lathattuk, hogy hogyan torténik nagy vonalakban a spin-palya opera-
tor alakjanak meghatérozasa. Ebben a fiiggelék szakaszban részletesen targyalom, hogyan
lehet az operator alakjat precizen, moédszeresen megkapni. Mint azt lathattuk, alapvetGen
ketts tipusu szimmetridval kell szdmolnunk: unitér, és anti-unitér transzformaciokra vett
szimmetridkkal. Az unitér transzformaciokra vett szimmetridk egyszertibben, csoportok
komplex reprezentécidival kezelhetSek, tgyhogy ezekkel kezdem a csoportelméleti targya-

last.

A.1. Forgatasok hatasa spinnel rendelkezé hullamfiiggvé-

nyekre

Amig nem vettiik a spineket figyelembe, addig a @k 4,, Px.5,, Pr 4,, Pr p, hullamfiigg-
vényeket vettiik figyelembe. Ezen tul most figyelembe kell vegyiik a spinnel rendelkezd
hullamfiiggvényeket, igy a béazis kétszeresére boviil: Wa, +, Ui, 1, Va1, Yaot, Ya, 15 ¥y 0
Va1, Up,y.

Tudjuk, hogy a forgatés operdtorok a spineket nem hagyjak valtozatlanul. Egy ¢
szoggel valo forgatas spinoperatora egyetlen spinorra haté spinoperatora:

Rps = € 27%, (A.1)

$,S

ahol ¢ forgatasvektor, melynek nagysaga a forgatas szoge, iranya pedig a forgatés tengelyé-
be mutat, a forgatas iranyat pedig a jobbkéz-szabély hatarozza meg. o a Pauli-matrixokbol

képzett vektor. Az igy kapott egyenlet jobb oldalan végeredményben egy 2 X 2-es matrixot
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teszlink az exponencialis kitevGjébe, ami konnyen szdmolhaté a matrix diagonalizalaséaval.
Megjegyzendd, hogy ¢ = 27-re az operator —1-et ad. Ennek fizikailag nincs jelentGsége,
hiszen csak a hullamfiiggvény fazisa valtozik. A (3.14]) Egyenletben lathattuk a spinmentes

“ e,

potokat, igy a 8 elemt bazison vett reprezentécioja a forgatasnak konnyen szarmaztathato.

C} = kron (€5, Cs ) (A.2)

ahol Cf a 8 elemt bazison vett reprezentacioja a forgatas operatornak, Cs s a forgatas spin-
operatora, illetve Cs a spin nélkiili 4 elemd bazison vett reprezentacidja a forgatasnak.

kron a Kronecker-szorzatat jeloli két matrixnak.

CL11.§ alng

kon (AB)=| ¢ . i | (A.3)

amlE e amnB

A.2. Unitér transzformaciék hatasa a spin-palya opera-

torra

Ahhoz, hogy egy C"*" teret numerikusan vektorként kezeljiik, ahhoz fel kell venniink rajta

egy bézist. Egy igen kézenfekvs bazisnak mutatkozik a kévetkezs:

0
0 1
el=1. . . . e=1|. . . | ccemm=|. . |
00 0 00 - 0 0 0 0

[gm] = [5i,m div n5j,m mod n] .
v (A.4)
A sorokat és az oszlopokat 0-tél szamozom. Igy az n X m-es matrixokra haté linearis
operatorokat ezen a bazison kifejthetjiik. Vizsgaljuk meg, hogy ezen a bézison hogy alakul

egy (3.19)) alaku transzforméacié matrixeleme.
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P ky @
9(Q)=A-0O-

||
led
o

(

))CM , (A.5)
(A.6)

NU:J

ahol ¢ C8*8-on vett linearis operator. A skalarszorzatot a pontrél-pontra vett szorzatok

Osszegének értelmezem. A tovabbiakban az Einstein-konvenciot alkalmazom.

[szﬁ(gi)}jﬁs = aj (Q)l’m bim,s

= aj,l(sl,i div ném,i mod nbm,sa <A7>
= aj; div nbz mod n,s-
Az (A.5)) skalarszorzat a jobb oldali tagnak pontosan egy matrixelemét veszi ki.
¢k,i = Ak div n,i div nbz mod n,k mod n;
. (A.8)
= Ak div n,i div n(b)k mod n,i mod n’
¢ = kron (A, B"), (A.9)
Igy egy P unitér transzformaciohoz tartozé matrix:
¢p(Q) =P -0 -Pf, (A.10)
6p = kron (B, P*) . (A.11)

Reprezentaciok Kronecker-szorzatara vannak tablazatbeli 6sszefiiggések (tenzor-szorzat
abréazolasok), de nekiink nem kell ezzel foglalkoznunk, hogy eredményre jussunk. Nekiink
mindossze a ¢op A = 1 sajatértékhez tartozo sajatalterét kell meghataroznunk, hiszen ¢p
szimmetridja a SOC operatornak. Mivel ¢-t megkaptuk méatrix alakban ezt egy numerikus
diagonalizal6 rutinnal megkaphatjuk. Szerencsére a Mathematica szoftver ezzel analitiku-
san is meg tud birkézni, igy a késébbiekben is analitikusan lesz meg a spin-palya operéator

alakja.
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A.3. Anti-unitér transzforméaciok hatasa a spin-palya ope-

ratorra

Az anti-unitér operatorokkal altaldban az a probléma, hogy nem is linearisak az adott
vektortéren, igy matrixszal nem reprezentadlhatoak. Ez alol ki lehet bujni, ha az eredetileg
komplex vektorteret valos vektortérnek tekintem, mégpedig tigy, hogy az eredeti komplex
komponenst két fliggetlen valéos komponensnek tekintem. Ezzel latszolag semmit nem
csinaltunk, de azzal, hogy az 1j vektorteret a valds szamtest folott értelmezziik, tgy az
anti-unitér operator linearissé tehet§. Eredetileg a linearitast az boritotta ugyanis fel,
hogy annak eredetileg komplex egyiitthatora is teljesiilnie kellene.

Most a bazisunk mar 16 dimenzios, viszont csak valos egyiitthatokat engediink meg:
Vart, Vit Yast, Yo, Yart, Uil Yas s Yeols ©Wa,t, ¥ 4, 1Wasr, ¥R, 4, 1Wa, |,
WUp 1, Way, Vg, .

Ezeknek a tagoknak az egyiitthatoin a K konjugélas mar linearis operatorként repre-

zentalodik.

(A.12)

Minden anti-unitér operator felirhatdé egy unitér és a konjugacié szorzataként. Ha
ismerjiik az unitér operatort akkor azt a fentiek alapjan reprezentalhatjuk egy A matrixszal

az eredeti bazison. Az 1j bazison viszont ez a méatrix masképp reprezentalodik.

— : (A.13)
SA) RA)
ahol R és & rendre a valos és képzetes részt jelolik.

Ezekbol és az (A.9) egyenletbsl méar felépithetd, hogy mi a hatésa egy anti-unitér
operatornak a spin-palya operatorra. Ezt altalanosan egy 128 x 128-as valdés méatrixszal
tudjuk reprezentalni.

A K pontban a kétrétegti grafén D3 pontcsoport-beli szimmetridval rendelkezik. To-
vabbéa van még egy nem trivialis anti-unitér operatorral leirhaté szimmetria, az inverzié
és id6tiikrozés szorzata. Vannak olyan szimmetridk is melyek kifejezetten a spin-palya
operator jellemz&i. Mint mérhetd energiatag a spin-palya operator énadjungélt, tehat az

adjungélasra invarians, tovabba felirhat6 H,s, + Hys, + H.s., ahol a H operatorok csak
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a térbeli hullamfiiggvényre hatnak.

Elegendd a szimmetriacsoportbol annyi elemet vizsgalni, amennyi mar generalja a teljes
csoportot. Ha a spin-palya operator invarians ezekre az elemekre, akkor mér invaridns a
csoport minden més elemére is.

Az egy-egy csoportelemet reprezentald 128 x 128-as matrix 1 sajatértékéhez Mathe-
matica-val analitikusan megkaptam a sajatvektorokat. Ezeket ortonormalva kénnyedén
megkaphatjuk a sajataltérre vetité P projekciot. Tegyiik fel, hogy si,ss,...s; a sajatal-

térhez tartozoé ortonormalt rendszer. Ekkor az ehhez tartozo projekcio:

QZZSZ’OS“ (A14>

ahol o a diadikus szorzat jele.

Mar csak azt kell megtudjuk, hogyan kapjuk meg az alterek metszetét a rajuk vetits
ortogonalis projekciobol. Tegytik fel, hogy van két projekcionk, Py, és Py,, rendre a V; és
V5 alterekre vetitenek. Ekkor ha ezeket felvaltva egymés utan alkalmazom, akkor intuitiv
modon barmelyik pont a két projekcioé altal meghatarozott alterek metszetébe fut be
abra).

Ezt az allitast analitikusan megfogalmazva:

Py, = lim (2\/12‘/2)”- (A.15)

n—>o00

Hasonlo &llitast megfogalmazhatunk tobb altérre is:

k n
Py v = im (H £w> : (A.16)
=1

Mivel a matrix hatvanyozast és a hatarérték végzést is ki tudja analitikusan szamolni a
Mathematica, ezért arra hagyatkoztam. A végs6 projekciobol egy ismételt sajatvektor sza-
mitassal megkaphato az az altér, melyben a spin-pélya kolcsonhatas végiil lehet. Az alteret
kifeszité vektorok matrixokat reprezentalnak. Ezeket vissza transzformalva megkapjuk azt
a par fiiggetlen matrixot, ami el6fordulhat.

A kétrétegii grafénra ezt a modszert hattatva mindossze egy 4 dimenziés invarians altér

marad. Igy a spin-palya méatrixban 4 szabad valés paraméter szerepel. A méatrix végsé
alakja a (13.24]) egyenletben lathato.
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A.1. abra. Az ortogonalis projekcidkat egymas utan hattatva barmely pont a két altér
metszetére vetiil.
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