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1. Parcialis integralas
1.1. A parcidlis integralas szabalya

/U,"UIU"U/U"U/

u’ legyen exponenciélis, hiperbolikus, trigonometrikus fiiggvény, mert azt konny(i integrdlni (igy
kapjuk meg u-t).

v legyen hatvanyfliiggvény, a derivalds sordn igy csokken a hatvany, konnyebb vele szamolni.

1.2. Hazi feladat

/lnmdaz =7

Hatédrozzuk meg u/-t és v-t.

u =1
v=Inz
u=zx
fu/:%



/lnxdac = /lna:~1da:

1
= a:-lnm—/ac-dx
x

= x-lnx—/ldm

= z-lnz—x+c

1.3. Példa

/437 -cosdx dr =7

Hatédrozzuk meg u/-t és v-t.

u = cosdx
v =A4x
in 4
u——%
v =4
in4 in4
/4x-cos4xd$ = CL"4$_/SIH L.
4 4
= x-sin4m—/sin4x
. cos4dx
= gx-sindx + +c
1.4. Példa

/3:2 et dy =7

Hatarozzuk meg u'-t és v-t.
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Az integralban 1évé tagra ujra alkalmazzuk a szabélyt:
1
- / e'® .z dx
2

Hatérozzuk meg u}-et és vi-et.

uf = et
v =1
u1_elex
v =1

1 s - 1 €4x 64z

1 et L[ 4

= Qe et
11

= 5‘1(641 x—/e‘mdm)
1 4x 4x

= g(ac e — | e dx)
1 4x

= gl
1 1

= §~e4x(x—1)+c



Ezt visszahelyettesitve (10)-be:

4x
1 1
/1:2-e4xd$ = %-x2—§~e4x(az—1)+c
4x 1 1
= %-xQ—g-e“ x—i-é 643014-6
4z
1 1
= %-x2—§-e4” x+§ e 4

1.5. Példa 3.
/3.%'2 -sin bz dx =7

Hatdrozzuk meg u/-t és v-t.

u' = sin bz
v = 32

__ _ cosbx
U= 5
v =6z

5 5
/3x2-sin5xdm = —COZ 37 -3x2—/—cos5 :1: -6z dx
5 6
= —COS5 z ~3x2+5/cos5m-mdm

Az integralban 1évé tagra tjra alkalmazzuk a parcialis integralds szabdlyat:

/cos5x~:1:dac

Hatérozzuk meg u}-et és vi-et.

u) = cosbx

V1 =2

sin 5z
Ul —5
v =1



/cos5m-xda: = sm5x.x_/s1n5aj_1dx (22)

5 5
in5 1
= 51n5 - E /Sin5xd1‘ (23)
sin 5x 1, cosdzx
_ Cr— Z(— 24
S (- e (24)
in 5 1
= Sm{)m‘x—k%-cos&c—kc (25)
Ezt visszahelyettesitve (21)-be:
5 6
/3x2'sin5xd:c = —COZ x~3x2+5/0035x-xd:c (26)
5 6 ,sinb 1
= —COS5$-3x2+5-(sm5x-:z:—i-%-cos’é:z)—kc (27)
cosbr-3x%-25 6 sinbx 6 1
St . . — .cosh 28
% +5 3 x+5 57 " €08 r+c (28)
0085x~3x2-25+5-6-sin5x +6-cos€>:c+ (29)
= - 4+ ——+c¢
5-25 5-25 5-25
_ 7522 - cos b + 30z - sin 5z + 6 - cos dx + (30)
- 125 125 125 ¢
7522 - cos 5x + 30z - sin 5z + 6 - cos bz
= — +c (31)
125
2. Forgastest térfogata
2.1. Forgatas az = tengely koriil
Legyen f(x) egy fiiggvény.
r legyen a kor sugara az x-nél. Ez azt jelenti, hogy:
r=f(z)
A keresztmetszet teriilete x-ben:
T=rm
A fiiggvénnyel kifejezve:
T = f2(z)n

A térfogat x1 és xo kozott (x tengelyen forgatjuk a fliggvényt) az elemi térfogatok Gsszege (integral):

Ve = /wz Tf2(z) dx
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2.2. Forgatas az y tengely koriil

Legyen f(z) egy fliggvény.
y=[f(z)

Invertéljuk az f(x) fiiggvényt (x-re rendezziik)

z=f"'(y)

Ekkor: "
Vo= [l P dy

(itt £~ f inverz fiiggvényét jeloli, nem hatvany! Az inverz fiiggvényt kell a négyzetre emelni!)
Tételek
o
Ve = T2 () da
)
Y2

v, = /y Sl ) dy

2.3. Példak inverz fiiggvényekre

fla) =y =2’
Kifejezziik x-et:

z=y=f(y)



2.4. Kup térfogata

y=ax

Az egyenes édltaldnos egyenlete:
y=axr—+b

Az egyenesiink atmegy az origdn, tehat b = 0.
Az egyenes megedeksége: tan a.

A trigonometriai 6sszefliggések alapjan:

tana = — =a
m

Az egyenes egyenlete tehat:



A térfogat kiszamitasdhoz alkalmazzuk a képletet:

2.5.

2 m
= 77-74—2 22 dx
m= Jo
7 -r?pxdym
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Konkrét példa forgaskipra
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y=ax—+b

Az egyenesiink atmegy az origdn, tehat b = 0.

Az egyenes megedeksége: tan a.



A trigonometriai 0sszefliggések alapjan:

tana = — =a =
m

Az egyenes egyenlete tehat:

3
5

Y=ar = -

A térfogat kiszamitasdhoz alkalmazzuk a képletet:

Ve = w/xz (z) dx

3. Forgassuk meg a sinx fuggvényt!

.. és szamitsuk ki a kapott test térfogatat.

y =sinz

[0; ]



si‘n(x)

vy
w/ sin® z dx
0

1 — cos2x
2

s
]__
7r/ cos 2x da
0 2

vy
7T/ 1 — cos2xdx
2 Jo

7r[ sin2x]7r
T —

2 2 Jo
g(ﬂ_ Sln227r _ (O—
s msin 27

2 T T 9

2

2
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sin 0

2

)

[mertsin 2 = sin 0 = 0]



3.1. GOmb térfogata

3.1.1. Ellendrizziik a fuggvénytablazatbdl ismert képletet

A
y _____
|
r |
|
|
|
X
y=vVr2—ax2 r=konst.
A Pitagorasz tétel alapjan:
2242 =12

Ebbdl y-t kifejezve:

A fels6 félkorhoz a pozitiv gyokot vessziik:

y=vr:—z

A térfogat szamitas tétele:

Ve = 7r/;2 (z) dx
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Behelyettesitve —r és r kozott:

Ve =

Ve =

3.1.2. Példa gomb térfogatara

Legyen r = 4.

3 3
3 3_7;)
r 3+r 3
2r3
23—7)
”(T 3
473
3
Yy = 42 _ 2

3 —1\3
[16(4) — % _ (16(—4) - =D
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64— == + 64— —
128
128 — =

3
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384 — 128

3
120
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3.2. Hozzunk létre tolcsért: forgassunk hiperbolat!

2/sqrt(x)
-2/sqrt(x)

yzji [1;4]
_ 41290
v, - w/l( )2
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