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1. Munka és teljesitmény

1.1. Munka

A munka és a teljesitmény fogalmét ismerhetjiikk mechanikdbdl. Ha a mechanika oldalardl kozelitjiik
meg, a munka az elmozdulast okozé eré elmozdulassal megegyez6 iranyu komponense és a megtett
at szorzata.

W =F-cosa-l (1)

A munka fogalmaval talalkozhatunk elektrosztatikdban és elektrokinetikdban is. Ekkor az E ho-
mogén elektromos tér altal a q tOltési részecskére kifejetett eré munkaja

W=q-E-h (2)
ahol q a részecske toltése Coulombban, E az elektrosztatikus tér intenzitdsa (N - C~!) és h az E
irdnyaban megtett t.
A munkat kifejezhetjiik a potencialkiilonbség segitségével is:
W=q-Va—q-Ve=q(Va—Vs)=q-Uap (3)
A toltést kifejezhetjiik a definicidja alapjan az dramerdsség és az id6 fiiggvényében is:
q=1-1 (4)

Ebbdl az kévetkezik, hogy
W=1I1t-(Va—Vg)=1-t-Uap (5)

1.2. Teljesitmény

Mechanikabdl ismerés teljesitmény az adott id6 alatt végzett munka.

p=2 ©)

A elektromossédg terén sincs ez masképp, egy kétpdlusu fogyaszté szamdara elérhetd (altala kapott)
teljesitményt a kovetkezbképpen irhatjuk fel:
W I-t-Uasp

P=—
t t

=1-Uap (7)

2. Valtakozé aram és fesziiltség, pillanatnyi teljesitmény

A villamos dram t6ltéshordozé részecskék (pl. szabad elektronok a fémekben) rendezett mozgésa.
Ha ez a rendezett mozgas egyiranyu, akkor egyendramrdl beszéliink. Ha a vezetén athalado



toltések szama idében allandd, akkor iddében dllando egyendramrol van szé. Ha a részecskék
mozgasa egyiranyu, de a vezetén athaladd részecskék mennyisége idoben nem allandé, akkor vdltozo
egyendrammal allunk szemben.

Valtakozo dramrol akkor beszélhetiink, ha a toltéseket hordozé részecskék vandorldsi sebessége
szabdlyos idokozonként valtozik, ismétl6do mintat mutat és ekozben az dramld irdnya is megvaltozik.
A véltakozé dram tulajdonsigai a periddusideje (T), az dramerSsségének csicsértéke Injax és a
kezdeti fazisszoge (¢o)).

A gyakorlatban gyakran taldlkozunk sinuszos valtakozé drammal. A szinuszos véltakozé aram
idofiiggvénye:
i(t) = Insax - sin(wt + ¢o) (8)

Vizsgaljuk a fesziiltség alakuldsat tisztdn ohmos ellenéllas esetén. Az Ohm R
torvény érvényes a pillanatnyi értékekre, igy:

u(t) =R - i(t) (9) BN

u(t) =R - Injax - sin(wt + ¢p) (10)
R - Iprax a tisztdn ohmos ellenalldson es6 fesziiltség. u(t)
. Tisztan ohmos ellenallas
u(t) = Upag - sin(wt + ¢o) (11)

A szinusz fliggvény argumentumabdl latszik, hogy tisztdn ohmos ellenallds
esetén nincs faziseltérés az aram és a fesziiltség kozott tg=0 idépillanatban
mindkét szinusz fiiggvény értéke 0.

A pillanatnyi teljesitmény a pillanatnyi fesziiltség és a pillanatnyi aramerdsség
szorzatabol szamithato.
p(t) = u(t) - i(t) (12)

A 1. abra dbra szemlélteti, hogy azonos fazisszog esetén a teljesitmény nulla és Up,qz - Inrax k6z0tt
szinuszosan véltozik, hiszen az u(t) és i(t) fliggvények mindig egyszerre valtanak el6jelet.

2.1. Teljesitmény tisztan induktiv vagy tisztan kapacitiv ellenallas esetén

Kvalitativ vizsgalatok megmutatjak [5, 530. o.], hogy mig adott tisztdn ohmos (R) ellendllds esetén
valtakozo és egyenfesziiltség (Uers = Ue) esetén ugyanolyan hatast észleliink, ugyanakkora aram
folyik az aramkorben. Ha az ohmos ellendllast lecseréljuk onindukcids tekercsre, azt figyelhetjiik
meg, hogy azonos effektiv értékii valtakozo aram esetén kisebb dram folyik az dramkorben. Megfi-
gyelhetd, hogy az 6nindukcids tekercs altal kifejtett ellendllds a tekercs induktivitasdval és az aram
frekvenciajaval aranyosan n6. Ha a tekercs helyett kondenzéatort iktatunk az dramkorbe, azt figyel-
hetjik meg, hogy valtakozd aram esetén a kondenzator kisebb ellenallast fejt ki, az aramkorben
nagyobb dram folyik. A kondenzitor ellendllasa annal kisebb, minél nagyobb a kapacitds és a
frekvencia.



1. abra. Teljesitmény tisztan ohmos ellenallas esetén

Idealis fesziiltségforras és tekercs esetén:
u(t) = Upag Sin wt

é dI
=14
u(t) 7

(lasd Farady féle indukcids torvény [5, 474. o.])

Ebbdl i(t)-t kifejezve:

B

u(t)

Tisztan induktiv ellenallas

1
i(t) = /u(t) dt (15)
L
Helyettesitsiik be az u(t) id6fuiggvényt:
. 1 .
i(t) = L/Umm sinwt dt (16)
Emeljik ki a konstans U,,q, -ot:
i(t) = Um‘””/sinwtdt (17)
L
Helyettesitsiik az integrélt a sinwt primitiv fiiggvényével (—% coswt + C) [6, T3-T4]
max 1
i(t) = —UL : ;coswt (18)
Mivel a cos(t) = —sin(t — 7)
. Unaz . s
i(t) = 7 -sinw(t — 5) (19)

Ebbol az egyenletbdl két dolog kovetkezik:



(i)

U,
Imae = —2% azaz Upmaz = WLl (20)
wL

Az Ohm torvény analdgidjara bevezetjiik az X mennyiséget, az induktiv ellenallast vagy induk-
tanciat:
Xr =wlL (21)

(ii) Ha osszehasonlitjuk az i(t) és u(t) fliggvényeket, észrevehetjiik, hogy a szinusz fiiggvény argu-
mentuméban eltérés tapasztalhaté. Az i(t) fiiggvény nincs fazisban az u(t) fesziiltséggel, i(t)F-vel
késObb éri el a csticsértékét.

Ha ebben az esetben vizsgéljuk a teljesitményt, észrevehetjiik, hogy a féziskiilonbség miatt p(t)
nem mindig pozitiv. Ha u(t) és i(t) el6jele kiilonbozik, szorzatuk negativ lesz.

()
u(t)
P

2. abra. Teljesitmény induktiv reaktancia esetén

Hasonlé mdédszerrel ideélis fesziiltségforrast (fesziiltsége u(t)) és idedlis C
kapacitiv fogyaszt6t (kapacitdsa C) vizsgélva levezethetjiik, hogy ha:

u(t) = Upae Sinwt (22) |——€\
akkor: . =2
i(t) = Unaz - Cwsin(wt + =) (23)

2 u(t)
Innen:

Tisztan kapacitiv ellenallas

(i)
1

Iaw = CwUpay azaz Upar = almaz (24)
Bevezethetjiik az X¢ mennyiséget, a kapacitiv ellenallas vagy kapacitanciat:
1
Xo=— 25
¢~ Cuw (25)
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(ii) Ebben az esetben is megallapithatjuk az u(t) és i(t) fiiggvényekbél, hogy a fesziiltség és az dram

nincs fazisban. Tisztdn kapacitiv ellendllds esetén az aram ,siet”, i(t) F-vel elébb éri el I;4-0t

mint u(t) Upgz-ot.

i(t)
u(t)
p®

3. dbra. Teljesitmény kapacitiv reaktancia esetén

Mivel kapacitiv ellenallas esetén is van faziseltérés a fesziiltség és az aram kozott, itt is lesz olyan
id6pillanat, amikor u(t) és i(t) eléjelei eltér. Ekkor p(t) negativ.

Amikor p(t) > 0, a generdtor teljesitményt ad &t a fogyaszténak, a fogyasztéban ez a teljesitmény
egy része hové és/vagy hasznos munkava alakul, més része felhalmozdédik a fogyasztéban elektro-
mos vagy mégneses terében, igy potencidlis emergiat képez. Amikor p(t) < 0, a fogyasztd ezt a
felhalmozott energiat szolgaltatja vissza.

2.2. Az impedancia, pillanatnyi teljesitmény altalanos esetben

Fontos megjegyezni, hogy a valdsagban a fogyasztdk ellenallasa A
nem tisztdn ohmos, kapacitiv vagy induktiv (pl. a tekercsnek van
az induktancian kiviill ohmos ellendlldsa is, vagy nem csak egy

Xc

komponens viselkedését vizsgaljuk, hanem olyan aramkorokét, x ‘
amelyekben taldlhatok ellenédllasok, tekercsek és kondenzdorok X
is). Ilyenkor a szamitdsokhoz a fent bemutatott ellenallasok 2 >
eredGjét hasznaljuk, az impedanciat. Az impedancia vektor- Xe R

mennyiség, szamitasdhoz a jobb oldalon taldlhaté vekorabrat hasznaljuk. Y
Az impedancia (Z) hatdrozza meg, hogy az u(t) fesziiltség és az i(t) dram kozott mekkora a
faziseltérés (az abran a-val jelolve, R és Z vektorok &ltal bezart szog). A vektorok nagysidgat a
fent meghatarozott képletek adjak:



1
w

A pillanatnyi teljesitmény dltalanos esetben, tetszéleges fazisszognél (-5 < ¢ < 5):

u(t) =Upmag sin wt (27)
i(t) =Inag sin(wt — @) (28)
D) () - i(2) = Upn Sit10t - g sinct — ) (29)
P(t) =Unaz * Imaz Sin wt sin(wt — ¢) (30)

A tovabbi dtalakitdshoz a 2sin acsin 5 = cos(a — ) — cos(a + (3) Osszefliggést hasznaljuk fel.

P(t) =5 Umas - T [25im 0t sin(wt — 6)] (31)
p(t) —;Umax  Ipaz[cos(wt — wt — ¢) — cos(wt + wt — ¢)] (32)
P(0) =3 Unas * Tnaalcos(—0) — cos(2ut — )] (33)
P(0) =3 U Fmaz €056 = 5Unas Inas €052t — 6) (34)

i(H)
u(t)
P

Lathaté, hogy a pillanatnyi teljesitény két tagbdl all, az egyik csak ¢-tél fiigg, a mésik pedig a
frekvenciatdl is (w = 27 f). Az dram adott idé alatt (pl. egy periodus) végzett munkéjat a p(t)



gorbe alatti (amikor p(t) negativ, akkor a gorbe feletti) teriilet adja meg.

T
W = /O p(t) dt (36)

3. Gyakorlati szempont: kozépértékek, atlagos teljesitmény

A gyakorlatban nem a fesziiltség, aramerdsség vagy teljesitmény pillanatnyi értékére vagyunk
kivancsiak, ennek mérése voltmérével pl. elég koriilményes lenne — gondoljunk bele, a villa-
moshalézatban jelenlév6 jel masodpercenként 100-szor valt elGjelet. Sziikségiink van tehat egy
olyan értékre, amely jol jellemzi a valtakozé mennyiséget. Ilyen értékek a kiilonb6z6 kozépértékek:
a valtakozé aram egyszerii kozépértéke, a valtakozo aram effektiv kozépértéke és a valtakozo aram ab-
szolutértékének egyszeri kozépértéke. Ezek koziil leggyakrabban az effektiv kozépértéket hasznéljuk.

Ha az i(t) a valtakozé dram egy periédus alatt Wp munkat végez az R ellenallason, akkor I.fy
annak az egyendramnak a mértéke, amely ugyanannyi id6 alatt (T) ugyanannyi munkat végez

(Wi1,,; = UIT = RI’T). Tehét:
T
Wr = / P?Rdt = IZ;;RT (37)
0
Ebbél:
T
R /0 i? dt =IZ;;RT (38)
T
/O i dt =I7;;T (39)
2 1 T 2
I2o=— [ ?dt (40)
= 0
1 T
Lir=1]= [ 42 41
et =\l ) ! dt (41)
Ha i(t) = I nae sinwt, akkor I yy:
1 T
Isr= T/ 12, sin? wt dt (42)
0

R 1
Igp = ";:“”/0 sin? wt dt (43)

2 x azonossag felhaszndlasaval:

2

A cos2x = cos*x — sin

sinwt = (cos*wt — cos 2wt) (44)



A cos®z + sin’z = 1 azonossig felhasznalasaval:

sin®wt =((1 — sin’wt) — cos 2wt)
sinwt + sin*wt =1 — cos 2wt

2sin’wt =1 — cos 2wt

1
sinwt 25(1 — cos 2wt)
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Iyr = T 3 [T —0] — ;smwT——smwO
2 1 1
Isr= "j‘fz2<T— [wsian—0}>
2 1
Legr =\ =5 (1)
12
Legr =\ 757
1
Legr =75
Ugyanigy megéllapithatjuk, hogy:
U _ Umax
eff = V2

Az effektiv értékek ismeretében meghatarozhatjuk az atlagos teljesitményt is:



T
P:% /0 p(t) dt (59)

1 /71 1

P=r /o 3 Umazlmaz €08 ¢ = 5 Umaz Imaz cos(2wt — ¢) dt (60)
Um(l"EIm(le T

P =07 /0 cos ¢ — cos(2wt — ¢) dt (61)
Umam-[maa: T T

P == </0 cos ¢ dt — /0 cos(2wt — @) dt> (62)

P :% (COS ¢(T — O) — sin(ZwT - gf)) + sin(2w0 - Qb)) (63)

P :% (T cos ¢ — sin(2wT — @) + sin(—¢)) (64)

w :27r% <65)
Um(leIm(lfL' : 1 1

P =7 <T cos ¢ — sm(47rTT — @)+ Sln(—gb)) (66)

P :% (T cos ¢ — sin(4dnw — ¢) + sin(—¢)) (67)
UmamImax

P :T (T COS ¢) (68)
1 Umax Imax

P :iUmaa:Imax (COS ¢) = \/5 \/§ (COS ¢) (69)

P =Ugflers (cos @) (70)

Adott It és Ugrp mellett akkor a legnagyobb az dtlagos vagy hatdsos teljesitmény, ha cos¢ = 1
azaz ¢ = 0, vagyis az dram és a fesziiltség fazisban van. Ha az dram és a fesziiltség kozott 5 a fazis
eltérés, P értéke nulla (hiszen cos § = 0). ¢ = 7§ eléréséhez a feljebb vizsgélt tékéletes kondenzdtor
vagy tokéletes onindukcios tekercs kellene. A valésdgban nem lehet teljesitmény nélkiili dramot
elédllitani. A P hatdsos teljesitmény mértékegysége a Watt.

A szinuszos valtakozo daram hatdasos munkajat felirhatjuk a hatasos teljesitmény és a munkavégzés
ideje szorzataként:
W =Pt =1.4Ucsstcos ¢ (71)

A hatasos teljesitményt meg kell kiilonboztetni a hasznos teljesitménytdl. A hatasos teljesitménynek
csak egy része hasznos a feladatvégzés szempontjabdl, a tobbi veszteség (pl. ho).

4. Latszdlagos és meddo teljesitmény

A latszolagos teljesitmény definicidja (cos ¢ = 0):

Py =Uectrless (72)



Mértékegysége: Volt Amper (VA)

A latszélagos és a hatdsos teljesitmény viszonya:

i = Uestlesscos ¢ = Cos ¢ (73)
b Ueprlery

cos ¢ -t ekkor teljesitménytényezének nevezziik, azt fejezi ki, hogy az effektiv fesziiltséget és az
effektiv dramot mennyire hasznéljuk fel teljesitmény termelésére.

Mint mar kordbban lattuk, a pillanatnyi teljesitmény egy allando és egy leng6 részbdl tevodik Ossze:

p(t) :Ueffleffcos¢_ UefffeffCOS(zwt—(b) (74)
p(t) =Ucsplepscosd — Uesplepslcos 2wt - cos ¢ + sin 2wt sin ¢ (75)
p(t) =Uecppleprcos — Uepplepycos - cos2wt — Uepplerysin ¢ sin 2wt (76)
Ebbol:
p(t) = Uepplesycos d(1 — cos2wt) — Uepplesysin ¢ sin 2wt (77)

A p(t) kifejezés els6 tagja a lengé teljesitmény, akkor is fellép, ha cos¢ =1 (¢ = 0), azaz az dram
és a fesziiltség fazisban van. A mdsodik tag a meddd teljesitmény, sinp = 0 (¢ = 0) esetén értéke
nulla, azaz nincs meddé teljesitmény, amikor az aram és a fesziiltség fazisban van.

Py, =Uepflepysing (78)
p(t) =P(1 — cosw2t) — P, sin 2wt (79)

A medd§ teljesitmény mértékegysége: VAR (volt-amper reaktiv)

A harom teljesitményfajta (hatdsos, meddd és latszolagos) kozott négyzetes Osszefliggés van:

P?=P?+P? (80)

5. Hatasos és meddo ellenallas

Az impedanciat felirhatjuk az effektiv fesziiltség és az effektiv dramerdsség hanyadosaként is.

U
z =" (81)
Leyy
Mivel
P:Ueffleffcosqb (82)
felirhatjuk, hogy:
P =127 cos¢ (83)

Z cos ¢ a hatédsos ellenéllas, Ry. Ugyanezt a meddd teljesitményre felirva belathatjuk, hogy Z sin ¢
a meddo ellenéllas, X. P kifejezésébdl lathatd, hogy teljesitményt csak Ry vesz fel, X nem.
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6. Amikor az itt tanultak megjelennek a gyakorlatban

A valtakozé fesziltséggel gyakran taldlkozhatunk a mindennapokban, hiszen a hélézati aljza-
tokbdl a mindenki szdméra ismerds ,,220V”! &ll rendelkezésiinkre. A halézati valtakozé dram
szinuszosan valtozik, hasonléan a feljebb bemutatott példakhoz. Ez azzal magyarazhaté, hogy a
valtakozé aramot generatorokkal, forgd mozgds hatasaként allitjak elé (valtakozé mégneses mez6).
Ezzel ellentétben az egyendramot kémiai reakcidkbdl lehet eldallitani. A villamoshalézatok el-
terjedésekor (Edison, Tesla és Steinmetz idejében) a villamosenergia mindkét véltozatanak alkal-
mazdsdra torténtek kisérletek, de végiil a valtakozé dram bizonyult ,,felhaszndlébaratabbnak”. A
villamosenergia szallitdsdhoz nagy fesziiltségre van sziikség (a vezeték ohmos ellendllasa és a Joule
effektus miatt), valtakozd fesziiltséget pedig egyszerd ,feltranszformalni” a széllitdshoz, majd a
fogyasztéi végpontokhoz kozeledve ismét csokkenteni a fesziiltséget.

Fent bemutattuk, hogy az az idedlis eset, amikor az dram és a fesziiltség fazisban van, cos(¢) = 1,
a hatdsos teljesitmény ekkor a maximdlis. Lattuk azt is, hogy ¢ az aramkorbe kotott fogyasztd
impedanciajatol figg (az R, X¢ és X komponensektdl). A fogyaszték lehetnek kapacitiv vagy
induktiv jellegtiek. A nagy reaktiv ellenallasi berendezések un. fazisjavité aramkort tartalmaznak,
igy billentik helyre X és X egyensilyat, és tartajék ¢ -t a leheto legkisebb értéken.
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! Az eurépai kontinensen a kozelmiltban még 220-240V kézott U, ;; halézati fesziiltséget hasznaltak. A hélézatok
szabvanyositasara valé torekvés keretében a ,,220V” néhany éve nalunk is 230V
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